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Définition et interprétation géométrique

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Si x € E, on pose oy la
réflexion orthogonale selon Hy, = {y € E | (x,y) = 0}.
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Définition et interprétation géométrique

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Si x € E, on pose oy la
réflexion orthogonale selon Hy, = {y € E | (x,y) = 0}.
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Une partie finie @ de E est un systeme de racines si

(S1) Vect(®) = E et 0 ¢ O.
(52) Sia,da € ® alors A = £1.
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Définition et interprétation géométrique

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Si x € E, on pose oy la
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Définition et interprétation géométrique

Soit (E, (, )) un espace euclidien. Si x € E, on pose oy la
réflexion orthogonale selon Hy, = {y € E | (x,y) = 0}.

Définition

Une partie finie @ de E est un systeme de racines si

(S1) Vect(®) = E et 0 ¢ O.
(52) Sia,da € ® alors A = £1.
(S3) Sia,B € ® alors 0,(B) € ©.

(a,B)

(S4) Sia,B e @ alors (a, G5

€.

On dit que @ est de rang dim(E).

(54) © le projeté de B sur a est un multiple demi-entier de a.

On a aussi og(@) = a — (o, B)B.
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Exemples

En dimension 1 :

Ar
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En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :
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Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

A1)<A1
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Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

A1 X A1 A2

Valentin Massicot Systémes de racines



Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

T

A X Ay Az B

Valentin Massicot Systémes de racines



Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

+ X K ¥

A1 X Aq Ao B, G

Valentin Massicot Systémes de racines



Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

+ X K ¥

A X Ay Az B G

Angles remarquables
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Exemples

En dimension 1 :

Ar

En dimension 2 :

+ X K ¥

A X Ay Az B G

Angles remarquables Longueurs remarquables

Valentin Massicot Systémes de racines



Exemples

En dimension 3 :

Systeme de racine As.

Brian C. Hall, Lie groups, Lie algebras, and Representations
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Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose
0 € [0, ] I'écart angulaire entre a et 3.
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Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose

0 € [0, ] I'écart angulaire entre a et 3.
On a

(a,B)?
BB, a) = 4—2P)
BB ) = I8

= 4 cos? 4.

Valentin Massicot Systémes de racines



Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose

6 € [0, ] I'écart angulaire entre a et .
On a

2
(@, BYB, a) = 4—2P)_

2 2
[realre]]

= 4 cos? 4.

— Peu de valeurs possibles pour les écarts angulaires.
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Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose
6 € [0, ] I'écart angulaire entre a et .
On a

(a,B)?
(@, BB, a) = 40P
R T

= 4 cos? 4.

— Peu de valeurs possibles pour les écarts angulaires.
— Peu de valeurs possibles pour les entiers de Cartan.
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Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose
6 € [0, ] I'écart angulaire entre a et .
On a

(a,B)?
(@, BB, a) = 40P
R T

= 4 cos? 4.

— Peu de valeurs possibles pour les écarts angulaires.
— Peu de valeurs possibles pour les entiers de Cartan.
— Peu de valeurs possibles pour les ratios de longueurs.
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Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose
6 € [0, ] I'écart angulaire entre a et .
Les seules configurations possibles sont :

(@,pB) | B,a)| & 18I/ ller]l?
0 0 /2 | Tout est possible
1 1 | /3 1
-1 -1 |27/3 1
1 2 /4 2
-1 -2 3n/4 2
1 3 /6 3
-1 -3 5n/6 3

Valentin Massicot Systémes de racines



Soient a, 8 € O telles que B # +a et ||B]| > ||@]|. On pose
6 € [0, ] I'écart angulaire entre a et .
Les seules configurations possibles sont :

(@,pB) | B,a)| & 18I/ ller]l?
0 0 /2 | Tout est possible
1 1 | /3 1
-1 -1 |27/3 1
1 2 /4 2
-1 -2 3n/4 2
1 3 /6 3
-1 -3 5n/6 3

En particulier :
@ Si l'angle est strictement aigu, @ — 8 € ®.
@ Si 'angle est strictement obtus, @ + 8 € ©.
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© Base et groupe de Weyl
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Base d'un systeme de racines
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Base d'un systeme de racines

Une partie A C ® est une base de @ si elle vérifie les
conditions suivantes :
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(/) A est une base de E.
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Base d'un systeme de racines

Une partie A C ® est une base de @ si elle vérifie les
conditions suivantes :

(/) A est une base de E.
(if) Si @ € ®, les coordonnées de a dans A sont des entiers

de méme signe.
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Base d'un systeme de racines

Une partie A C ® est une base de @ si elle vérifie les
conditions suivantes :

(/) A est une base de E.
(if) Si @ € ®, les coordonnées de a dans A sont des entiers

de méme signe.

Pas d'existence a priori : les angles doivent étre obtus.
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Base d'un systeme de racines

Une partie A C ® est une base de @ si elle vérifie les
conditions suivantes :

(/) A est une base de E.

(if) Si @ € ®, les coordonnées de a dans A sont des entiers
de méme signe.

Pas d'existence a priori : les angles doivent étre obtus.

Théoreme

Tout systeme de racines admet une base.
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Base d'un systeme de racines

Une partie A C ® est une base de @ si elle vérifie les
conditions suivantes :

(/) A est une base de E.
(if) Si @ € ®, les coordonnées de a dans A sont des entiers

de méme signe.

Pas d'existence a priori : les angles doivent étre obtus.

Théoreme

Tout systeme de racines admet une base.

On sait comment toutes les obtenir !
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Comment construire les bases ?
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Comment construire les bases ?

e On fixe v € E\U H,.

aed
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e On fixe v € E\ U H,.
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@ On pose ®* ={a € ® | (a,v) > 0}.
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Comment construire les bases ?

e On fixe v € E\ U H,.
aed
@ On pose ®* ={a € ® | (a,v) > 0}.
o Lafamille A, :={a € ®* | Aa1,ar € D, @ = a1 +an} est
une base de ®.
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Comment construire les bases ?

e On fixe v € E\U H,.

aed
@ On pose ®* ={a € ® | (a,v) > 0}.
o Lafamille A, :={a € ®* | Aa1,ar € D, @ = a1 +an} est
une base de ®.

@ Réciproquement, si A C @ est une base alors A = A, pour
tout ve{ue E |Va € A, (u,a) > 0}.
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Comment construire les bases ?

e On fixe v € E\ U H,.
aed
@ On pose ®* ={a € ® | (a,v) > 0}.
o Lafamille A, :={a € ®* | Aa1,ar € D, @ = a1 +an} est
une base de ®.

@ Réciproquement, si A C @ est une base alors A = A, pour
tout ve{ue E |Va € A, (u,a) > 0}.

@ Chaque base correspond a une composante connexe
(chambre de Weyl) de E\ U H,.

aed
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Exemple : le systeme de racines A,.
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Exemple : le systeme de racines A,.

/N
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Exemple : le systeme de racines A,.
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Exemple : le systeme de racines A,.
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Exemple : le systeme de racines A,.
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Exemple : le systeme de racines A,.

Bijection entre les bases et les chambres de Weyl !

Valentin Massicot Systémes de racines



Le groupe de Weyl
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Le groupe de Weyl

On définit le groupe de Weyl de @ par

W = {(oy,,a € ®) C O(E).
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Le groupe de Weyl

On définit le groupe de Weyl de @ par
W = {(oy,,a € ®) C O(E).
@ Ona W c G(d).
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Le groupe de Weyl

On définit le groupe de Weyl de @ par
W = {(oy,,a € ®) C O(E).

@ Ona W c G(d).
@ W n'est pas toujours le groupe entier des symétries de ©.
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On définit le groupe de Weyl de @ par
W = {(oy,,a € ®) C O(E).
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Le groupe de Weyl

On définit le groupe de Weyl de @ par
W = {(oy,,a € ®) C O(E).

@ Ona W c G(d).
@ W n'est pas toujours le groupe entier des symétries de ©.
@ Si A est une base de ®, W = (o, @ € A).

@ Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur
I'ensemble des bases de ®@. En particulier, les entiers de
Cartan d'une base ne dépendent pas de la base.
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Le groupe de Weyl

On définit le groupe de Weyl de @ par

W = {(oy,,a € ®) C O(E).

@ Ona W c G(d).
@ W n'est pas toujours le groupe entier des symétries de ©.
@ Si A est une base de ®, W = (o, @ € A).

@ Le groupe de Weyl agit simplement transitivement sur
I'ensemble des bases de ®@. En particulier, les entiers de
Cartan d'une base ne dépendent pas de la base.

@ L'adhérence d'une chambre de Weyl est un domaine
fondamental pour I'action de ‘W sur E.
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Sommaire

© Classification des systemes de racines
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Réductibilité

Valentin Massicot Systémes de racines



Réductibilité

Définition
On dit que @ est réductible si on peut écrire ® = ®; LI dy

avec @1 1L ®s.
Si @ n'est pas réductible, on dit que @ est irréductible.
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Réductibilité

Définition
On dit que @ est réductible si on peut écrire ® = ®; LI dy

avec @1 1L ®s.
Si @ n'est pas réductible, on dit que @ est irréductible.

- KKK

A1><A1
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Réductibilité

Définition
On dit que @ est réductible si on peut écrire ® = ®; LI dy

avec @1 1L ®s.
Si @ n'est pas réductible, on dit que @ est irréductible.

- KKK

A1><A1

@ Aj X Aj est réductible.
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Réductibilité

Définition
On dit que @ est réductible si on peut écrire ® = ®; LI dy

avec @1 1L ®s.
Si @ n'est pas réductible, on dit que @ est irréductible.

- KKK

A1><A1

@ Aj X Aj est réductible.
@ Aq, As, By, Gy sont irréductibles.
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Conséquences de l'irréductibilité

Soit @ un systeme de racines irréductible et A une base de ®.

Valentin Massicot Systémes de racines



Conséquences de l'irréductibilité

Soit @ un systeme de racines irréductible et A une base de ®.

@ Il y a au plus deux longueurs de racines.
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Conséquences de l'irréductibilité

Soit @ un systeme de racines irréductible et A une base de ®.
@ Il y a au plus deux longueurs de racines.

@ Les W-orbites de @ sont paramétrées par les longueurs.
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Conséquences de l'irréductibilité

Soit @ un systeme de racines irréductible et A une base de ®.
@ Il y a au plus deux longueurs de racines.
@ Les W-orbites de @ sont paramétrées par les longueurs.

@ ® admet une unique racine maximale relativement a
I'ordre lexicographique pour A. Elle est longue.
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.

Définition
On associe a @ le diagramme Dg suivant, appelé diagramme
de Dynkin :
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.

Définition
On associe a @ le diagramme Dg suivant, appelé diagramme
de Dynkin :

@ D¢ possede £ sommets appelés a1, ..., ay.
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.

Définition
On associe a @ le diagramme Dg suivant, appelé diagramme
de Dynkin :
@ D¢ possede £ sommets appelés a1, ..., ay.
@ Sii #j, le sommet a; est relié a a;j par {(a;, @j){a;, a;)
arétes.
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.

Définition
On associe a @ le diagramme Dg suivant, appelé diagramme
de Dynkin :
@ D¢ possede £ sommets appelés a1, ..., ay.
@ Sii #j, le sommet a; est relié a a;j par {(a;, @j){a;, a;)
arétes.

@ Sii #jet|lajl| > |laj|l, on ajoute le symbole > en
direction de a; sur les arétes reliant «; et «;.
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Diagramme de Dynkin

Fixons @ un systeme de racine de rang € et A = {a1,...,ar}
une base de ®.

Définition
On associe a @ le diagramme Dg suivant, appelé diagramme
de Dynkin :
@ D¢ possede £ sommets appelés a1, ..., ay.
@ Sii #j, le sommet a; est relié a a;j par {(a;, @j){a;, a;)
arétes.

@ Sii #jet|lajl| > |laj|l, on ajoute le symbole > en
direction de a; sur les arétes reliant «; et «;.

Le diagramme Dg ne dépend pas de la base choisie!
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Exemples de diagrammes de Dynkin
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B

A1 XA1
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B

A1 XA1
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B
@ —_— o o
A1 X A1
B
a _—
Az
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B
@ —_— o o
A1 X A1
B
@ _— o—o
Az

Valentin Massicot Systémes de racines



Exemples de diagrammes de Dynkin

B

B
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B

. e»

B
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B

. e»

B

G
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Exemples de diagrammes de Dynkin

B

. e»

B

G
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Lien avec le systeme de racines

Soit @ un systeme de racines et Dg son diagramme de
Dynkin.
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Lien avec le systeme de racines

Soit @ un systeme de racines et Dg son diagramme de
Dynkin.
@ La connaissance de D¢ permet de retrouver ®.
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Lien avec le systeme de racines

Soit @ un systeme de racines et Dg son diagramme de
Dynkin.
@ La connaissance de D¢ permet de retrouver ®.

@ @ est irréductible si et seulement si Dg est connexe.
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Lien avec le systeme de racines

Soit @ un systeme de racines et Dg son diagramme de
Dynkin.

@ La connaissance de D¢ permet de retrouver ®.

@ @ est irréductible si et seulement si Dg est connexe.

Mieux :

Théoreme

® se décompose de maniére unique comme une union de
systemes de racines irréductibles deux-a-deux orthogonaux.
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Lien avec le systeme de racines

Soit @ un systeme de racines et Dg son diagramme de
Dynkin.

@ La connaissance de D¢ permet de retrouver ®.

@ @ est irréductible si et seulement si Dg est connexe.

Mieux :

Théoreme

® se décompose de maniére unique comme une union de
systemes de racines irréductibles deux-a-deux orthogonaux.

Pour classifier les systeme de racines, il suffit donc de classifier
les diagrammes de Dynkin connexes.
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Ar (£>1): *—o—0 --- 060
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Ar (£>1): *—o—0 --- 060

Br ¢>22): o—@ --- 0—€=9®
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Ar (t>21): o—e—e --- 0—@
Br ¢>22): o—@ --- 0—€=9®
G (£23): o—e -+ 0—6®
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Ar (£>1): *—o—0 --- 060

Br ¢>22): o—@ --- 0—€=9®

G (£>3): o—e ---

-0— 6o
D (6>4): @—@ --- 4—a<:

Valentin Massicot Systemes de racines




Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Fy: o—e>9 o
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Fy : o—@& >0 ©
Gy : .E.
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Classification des diagrammes de Dynkin connexes

Théoreme

Si @ est un systéme de racines irréductible de rang €, D a
une des formes suivantes :

Fy : o—@& >0 ©
Gy : .E.

Tous ces diagrammes correspondent a un systeme de racines.
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