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L'algebre de Lie sl

On considére

slo = {A € gl, | Tr(A) =0}
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L'algebre de Lie sl

On considére

slo = {A € gl, | Tr(A) =0}
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L'algebre de Lie sl

On considére

slr = {A € g, | Tr(A) = 0}

e )iaee]

= Vect(H, X, Y)

i )= a) -0 0)

ou
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L'algebre de Lie sl

On considére

sl = {A € gl, | Tr(A) =0}

e )iaee]

= Vect(H, X, Y)
1 0 01 00
1=l 5 %= o) <[ o)

[H,X]=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]=H.

ou
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Représentations irréductibles de sl

Soit p : slp — gl(V) irréductible de dimension finie.
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Représentations irréductibles de sl

Soit p : slp — gl(V) irréductible de dimension finie.
Pour A € K, notons V, = E;(p(H)).
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Représentations irréductibles de sl

Soit p : slp — gl(V) irréductible de dimension finie.
Pour A € K, notons V, = E;(p(H)).
Si1eSp(p(H))etveVyona

HXv = XHv +2Xv = (1 + 2)Xv

HYv =YHv -2Yv=(1-2)Yv
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Représentations irréductibles de sl

Soit p : slp — gl(V) irréductible de dimension finie.
Pour A € K, notons V, = E;(p(H)).
Si1eSp(p(H))etveVyona

HXv = XHv +2Xv = (1 + 2)Xv

HYv =YHv -2Yv=(1-2)Yv

donc Xv € Vo et Yv € V) ».
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Représentations irréductibles de sl

Soit p : slp — gl(V) irréductible de dimension finie.
Pour A € K, notons V, = E;(p(H)).
Si1eSp(p(H))etveVyona

HXv = XHv +2Xv = (1 + 2)Xv

HYv =YHv -2Yv=(1-2)Yv
donc Xv € Vo et Yv € V) ».

Par irréductibilité V = @ Visok et p(H) est diagonalisable.
kezZ
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Représentations irréductibles de sl

X X

/\ /_\
o Vw2 5= Vaok <5 Vaake2 <—— -+

ST RS
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Représentations irréductibles de sl

X X

/\ /_\
o Vw2 5= Vaok <5 Vaake2 <—— -+

ST RS

Par hypothese dim V' < +oco donc la chaine est finie.
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Représentations irréductibles de sl

X X

7N TN
o Vw2 5= Vaok <5 Vaake2 <—— -+

ST RS

Par hypothese dim V' < +oco donc la chaine est finie.
Si n € Sp(p(H)) est maximale et v € V,\{0}, on a

XY™ =m(n-m+1)Y™ v, ¥meN"
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Représentations irréductibles de sl

X X

7N TN
o Vw2 5= Vaok <5 Vaake2 <—— -+

ST RS

Par hypothese dim V' < +oco donc la chaine est finie.
Si n € Sp(p(H)) est maximale et v € V,\{0}, on a

XY™ =m(n-m+1)Y™ v, ¥meN"
Pour m = max{k € N | Ykv # 0},

0=XY™v=(m+1)(n-m)Y™v.
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Représentations irréductibles de sl

X X

7N TN
o Vw2 5= Vaok <5 Vaake2 <—— -+

ST RS

Par hypothese dim V' < +oco donc la chaine est finie.
Si n € Sp(p(H)) est maximale et v € V,\{0}, on a

XY™ =m(n-m+1)Y™ v, ¥meN"
Pour m = max{k € N | Ykv # 0},

0=XY™v=(m+1)(n-m)Y™v.

En particulier, n € N et (v, Yv,... Y"v) est une base de V.
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Représentations irréductibles de sl

Théoreme

Pour tout n € N, il existe une unique représentation
irréductible Z(n) de sly de dimension n+ 1.
SineN, Z(n) est obtenue avec les opérateurs différentiels

0 0 0 0
X = —2—, Y =—21—, H = —71 — —
= (921 = (922 = (921 +22(922

sur les polynémes homogénes de K[z, zo] de degré < n.
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Représentation de dimension finie de sl
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme

Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme

Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme
Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
Deux cas possibles :
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme
Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
Deux cas possibles :

Z(2k) . e
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme
Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
Deux cas possibles :

Z(2k) ° cee ° ° ° °

-2k -2 0 2 2k

Z(2k+1) e ce ° ° ° °
-2k -1 -1 1 3 2k+1
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme
Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
Deux cas possibles :

Z(2k) . ° ° . o
-2k -2 0 2 2k

Z(2k+1) e ° ° ° °
-2k -1 -1 1 3 2k+1

Chaque Z(nj) contribue soit a Vg soit a V; et une seule fois :

ns =dim Vp +dim Vj.
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Représentation de dimension finie de sl,

Théoreme
Toute représentation de dimension finie de sly est
complétement réductible.

Si V est un sly-module, V =Z(n1)) ®---® Z(ns).
Deux cas possibles :

Z(2k) . ° ° . o
-2k -2 0 2 2k

Z(2k+1) e ° ° ° °
-2k -1 -1 1 3 2k+1

Chaque Z(nj) contribue soit a Vg soit a V; et une seule fois :
ns =dim Vp +dim Vj.

En particulier, V est irréductible < dim Vy+dim Vj = 1.
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© Systeme de racines d'une algebre de Lie semi-simple
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Définition et caractérisation
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.

@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
@ « : forme de Killing définie par x(x, y) = Tr(adyad,).
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
@ « : forme de Killing définie par x(x, y) = Tr(adyad,).

Définition
g est simple si g n'admet pas d'idéal non trivial et si son

centre est trivial.
g est semi-simple si g est somme d'idéaux simples.
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
@ « : forme de Killing définie par x(x, y) = Tr(adyad,).

Définition
g est simple si g n'admet pas d'idéal non trivial et si son

centre est trivial.
g est semi-simple si g est somme d'idéaux simples.

g semi-simple <= @ n’admet pas d'idéal abélien non trivial
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
@ « : forme de Killing définie par x(x, y) = Tr(adyad,).

Définition
g est simple si g n'admet pas d'idéal non trivial et si son

centre est trivial.
g est semi-simple si g est somme d'idéaux simples.

g semi-simple <= @ n’admet pas d'idéal abélien non trivial
&= ¢ n'admet pas d'idéal résoluble non trivial
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Définition et caractérisation

@ K : corps algébriquement clos avec car(K) = 0.
@ g : algebre de Lie de dimension finie sur K.
@ « : forme de Killing définie par x(x, y) = Tr(adyad,).

Définition
g est simple si g n'admet pas d'idéal non trivial et si son

centre est trivial.
g est semi-simple si g est somme d'idéaux simples.

g semi-simple <= @ n’admet pas d'idéal abélien non trivial
&= ¢ n'admet pas d'idéal résoluble non trivial

&= « est non dégénérée (critére de Cartan)
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Sous-algebre de Cartan
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Sous-algebre de Cartan

Définition

On dit qu'une sous-algebre de Lie de g est torale si elle est
composée d'éléments ad-diagonalisables.

Une sous-algebre torale maximale est appelée sous-algebre de
Cartan (CSA).
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Sous-algebre de Cartan

Définition

On dit qu'une sous-algebre de Lie de g est torale si elle est
composée d'éléments ad-diagonalisables.

Une sous-algebre torale maximale est appelée sous-algebre de
Cartan (CSA).

@ Une sous-algebre torale est abélienne donc
co-ad-diagonalisable.
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Sous-algebre de Cartan

Définition

On dit qu'une sous-algebre de Lie de g est torale si elle est
composée d'éléments ad-diagonalisables.

Une sous-algebre torale maximale est appelée sous-algebre de
Cartan (CSA).

@ Une sous-algebre torale est abélienne donc
co-ad-diagonalisable.

@ Une sous-algebre de Cartan ) est auto-centralisante :

g=he @ Sa-

a€h*\{0}
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Sous-algebre de Cartan

Définition

On dit qu'une sous-algebre de Lie de g est torale si elle est
composée d'éléments ad-diagonalisables.

Une sous-algebre torale maximale est appelée sous-algebre de
Cartan (CSA).

@ Une sous-algebre torale est abélienne donc
co-ad-diagonalisable.

@ Une sous-algebre de Cartan ) est auto-centralisante :

g=he @ Sa-

a@€h*\{0}
o Z(g) = {0} donc ({@ € h*\{0} | g0 # {0}}) =H".



Décomposition en espaces de racines
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, Xg] + [Xa, adpxg] = (@ + B) [ Xa, X5]
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, Xg] + [Xa, adpxg] = (@ + B) [ Xa, X5]

donc [8a, 98] C Gu+s-
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, Xg] + [Xa, adpxg] = (@ + B) [ Xa, X5]

donc [gq, 85] C Gasp-
En particulier, si x € g,, x est ad-nilpotent.
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, xg] + [Xe» adpxg] = (@ + B) [Xq, Xg]
donc [gq, 85] C Gasp-
En particulier, si x € g,, x est ad-nilpotent.

Similairement, si X, € g, Xg € g, h €, on a

a@(h)k(xq, xg) = k(adpXe, xg) = —k(Xq, adpxg) = =B (h)k (X, Xg)
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, xg] + [Xe» adpxg] = (@ + B) [Xq, Xg]
donc [8a,88] C Gap-
En particulier, si x € g,, x est ad-nilpotent.
Similairement, si X, € g, Xg € g, h €, on a

a@(h)k(xq, xg) = k(adpXe, xg) = —k(Xq, adpxg) = =B (h)k (X, Xg)

doncsia+pB#0, g, L gg.
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Décomposition en espaces de racines

On fixe h c g CSA et on note ® = {a € h*\{0} | go # {0}}.
Si Xy €80, X3 €98, h€D,

adp([xa, xg]) = [adpxa, xg] + [Xe» adpxg] = (@ + B) [Xq, Xg]
donc [gq, 85] C Gasp-
En particulier, si x € g,, x est ad-nilpotent.

Similairement, si X, € g, Xg € g, h €, on a

a(h)k(Xe, xp) = k(adpxa, Xg) = —K(Xa, adnxg) = =B(h)k(Xe, X3)
doncsia+pB#0, g, L gg.

En particulier, p* N = {0} donc kpxy est non-dégénérée et si
a €D —aecd.
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Décomposition en espaces de racines

Si @ € @, on pose t, € b tel que a = «(t,, ).
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Décomposition en espaces de racines

Si @ € @, on pose t, € b tel que a = «(t,, ).
Sihebvxdeg(ll.y(leg—wl on a

k(h, [Xes Yal) = k([h, X1, Ya) = @(h)k(Xes Ya) = K(K(Xes Ya) ta, h)
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Décomposition en espaces de racines

Si @ € @, on pose t, € b tel que a = «(t,, ).
Sihebvxdeg(ll.y(leg—wl on a

k(h, [Xes Yal) = k([h, X1, Ya) = @(h)k(Xes Ya) = K(K(Xes Ya) ta, h)

donc [Xa’y&] = K(Xa'a }/a)ta (Car [Xa'a )/a] € g(l—(l = b)
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Décomposition en espaces de racines

Si @ € @, on pose t, € b tel que a = «(t,, ).
Sihebvxaegav)/cxeg—ay on a

k(h, [Xes Yal) = k([h, X1, Ya) = @(h)k(Xes Ya) = K(K(Xes Ya) ta, h)

donc [Xa’y&] = K(Xa'a }/a)ta (Car [Xa'a )/a] € g(l—(l = b)
Si @ € @, on peut trouver X, € go, Yo € G-a, hy €D tels que

Sq = (Xa» Ya, ha) = slo.
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Décomposition en espaces de racines

Si @ € @, on pose t, € b tel que a = «(t,, ).
Sihebvxaegav)/cxeg—ay on a

k(h, [Xes Yal) = k([h, X1, Ya) = @(h)k(Xes Ya) = K(K(Xes Ya) ta, h)

donc [Xa’y&] = K(Xa'a }/a)ta (Car [Xa'a )/a] € g(l—(l = b)
Si @ € @, on peut trouver X, € go, Yo € G-a, hy €D tels que

Sq = (Xa» Ya, ha) = slo.

Mieux : hy = ———t, et x, # 0 détermine y,.
K(taa toz)
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Systeme de racines de g
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed

o K'and = {+a},
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed

o K'and = {+a},
e dimg, =1 (donc s, =Kty ® g0 ® G0 )-
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed

o K'and = {+a},
e dimg, =1 (donc s, =Kty ® g0 ® G0 )-

Sur @ 8p+ka, ON obtient :
keZ
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed

o K'and = {+a},
e dimg, =1 (donc s, =Kty ® g0 ® G0 )-

Sur @ 8p+ka, ON obtient :

kezZ
o B(hy) € Z,
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Systeme de racines de g

Idée clef : faire agir s, sur des sous-algebres de g.

Surhe @ Gca, ON oObtient :

ceK*
caed

o K'and = {+a},
e dimg, =1 (donc s, =Kty ® g0 ® G0 )-

Sur @ 8p+ka, ON obtient :
keZ

o B(hy) €Z,
o B—B(hy)a € ®.
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Systeme de racines de g
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(tq, tg).
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(ty, tg). En particulier :

_(a,p)
Kk (tg, tg) tﬁ) - 2(,3,ﬁ) €z

a(hg) = k(tas hg) = & (ta,
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(ty, tg). En particulier :

_(a,p)
Kk (tg, tg) tﬁ) - 2(,3,ﬁ) €z

On fixe une base (ai,...,ar) de h* composée de racines.

a(hg) = k(tas hg) = & (ta,
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(ty, tg). En particulier :

_(a,p)
Kk (tg, tg) tﬁ) - 2(,3,ﬁ) €z

On fixe une base (ai,...,ar) de h* composée de racines.

a(hg) = k(tas hg) = & (ta,

¢
Sia:ZakakecI),ona
k=1
(@,0)  ~o (k@)
2 ) 1 _22 ka Ia

(aj,ai) (i i)

k=1
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(ty, tg). En particulier :

2 _(a,p)
Kk (tg, tg) tﬁ) - 2(,3,ﬁ) €z

On fixe une base (ai,...,ar) de h* composée de racines.

a(hg) = k(tas hg) = & (ta,

¢
Sia:ZakakecI),ona
k=1
(@,0)  ~o (k@)
2 ) 1 _22 ka Ia

(aj,ai) (i i)

k=1

donc ay, ..., ar € Q et dim(Vectg(®)) = dim(Vectg (P)).
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Systeme de racines de g

On munit h* de (a, B) = k(ty, tg). En particulier :

2 ”
)=o) = ) <2055 <2

On fixe une base (ai,...,ar) de h* composée de racines.
¢

Sia:ZakakecI), on a
k=1

{

> (a,aj) _ Z 5 (ak, @;) 5

(aj,ai) (i i)

k=1

donc ay, ..., ar € Q et dim(Vectg(®)) = dim(Vectg (P)).
Similairement, on montre (@, @) € Q;.
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Systeme de racines de g
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Systeme de racines de g

La forme (, ) induit un produit scalaire sur E = Vectg(®) ® R.
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Systeme de racines de g

La forme (, ) induit un produit scalaire sur E = Vectg(®) ® R.
On a montré :

@ E est un espace euclidien de dimension dimg ()
@ @ engendre E et 0 ¢ .
@ Siae®, RanNd={+a}.

o Sia,fe®, B—pB(h)a=p— 22’8‘? €D
o Sia.ped, plhy) =2LY ¢z

(a, @)
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Systeme de racines de g

La forme (, ) induit un produit scalaire sur E = Vectg(®) ® R.
On a montré :

@ E est un espace euclidien de dimension dimg ()
@ @ engendre E et 0 ¢ .
@ Siae®, RanNd={+a}.

o Sia,fe®, B—pB(h)a=p— 22’8‘? €D
o Sia.ped, plhy) =2LY ¢z

(a, @)

@ est un systeme de racines dans E'!
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g détermine entierement @
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g détermine entierement @

Si x € ker(ad, — /lidg)c“mg pour y € g et 1 € K*, on dit que x
est fortement ad-nilpotent.
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g détermine entierement @

Definition
Si x € ker(ad, — /lidg)c“mg pour y € g et 1 € K*, on dit que x
est fortement ad-nilpotent.

On introduit
E(g) = (exp ady, x fortement ad-nilpotent) C Int(g).
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g détermine entierement @

Definition
Si x € ker(ad, — /lidg)c“mg pour y € g et 1 € K*, on dit que x
est fortement ad-nilpotent.

On introduit
E(g) = (exp ady, x fortement ad-nilpotent) C Int(g).

Avantage de &(g) sur Int(g) : si [ C g alors &(1) € E(g).
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g détermine entierement @

Si x € ker(ad, — /lidg)c“mg pour y € g et 1 € K*, on dit que x
est fortement ad-nilpotent.

On introduit
E(g) = (exp ady, x fortement ad-nilpotent) C Int(g).

Avantage de &(g) sur Int(g) : si [ C g alors &(1) € E(g).

Théoreme

&E(g) agit transitivement sur I'ensemble des CSA de g.

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



g détermine entierement @

Si x € ker(ad, — /lidg)c“mg pour y € g et 1 € K*, on dit que x
est fortement ad-nilpotent.

On introduit
E(g) = (exp ady, x fortement ad-nilpotent) C Int(g).

Avantage de &(g) sur Int(g) : si [ C g alors &(1) € E(g).

Théoreme

&E(g) agit transitivement sur I'ensemble des CSA de g.

Plus généralement : £(g) agit transitivement sur les
sous-algebres nilpotentes auto-normalisantes de g et
sur ses sous-algebres résolubles maximales.
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g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
b =o(h).
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g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh

X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
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g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh

X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
= Vheb,[o(h),o(x)] =a(h)o(x)

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh

X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
= Vheb,[o(h),o(x)] =a(h)o(x)
e Vhel, [ho(x)]=alc (h)or(x)

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh
X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
& Vheb, [o(h),o(x)] =a(h)o(x)

e Vhel, [ho(x)]=alc (h)or(x)
& 0(X) € 8yo1y
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g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh

X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
& VYhel,|[o(h),o(x)] =alh)o(x)
& VYhel,[ho(x)]=alc(h)o(x)
& 0(X) € 8yo1y

donc gop = 1 (Ggo-1)-

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



g détermine entierement @

Fixons deux CSA b, }’ de g et fixons o € E(g) tel que
Y =0().Siheh, xegetaeh

X € 8oy & Vheb,[hx]=a(h)x
= Vheb,[o(h),o(x)] =a(h)o(x)
e Vhel, [ho(x)]=alc (h)or(x)
& 0(X) € 8yo1y

donc gop = 1 (Ggo-1)-
En particulier,

9a.h * {0} — gao-—l’br * {O} et q)bO'_l = (I)b/
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® caractérise g
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?

Lemme
Soit B € ®*. Il existe iy, . .., is € [1,{] tels que

B=aj+ -+, et ap+---+ajcd Vkellk].
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?

Lemme
Soit B € ®*. Il existe iy, . .., is € [1,{] tels que

B=aj+ -+, et ap+---+ajcd Vkellk].

Puisque [ga, 98] = o+, ON @ g = (So, @ € A)
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?

Lemme
Soit B € ®*. Il existe iy, . .., is € [1,{] tels que

B=aj+ -+, et ap+---+ajcd Vkellk].

Puisque [g4, 98] = 8o+, ON @ g = (S4, @ € A) et on a aussi

(51)  [has hg] =0, (52)  [xa»ypl = ba.pha;
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?

Lemme
Soit B € ®*. Il existe iy, . .., is € [1,{] tels que

B=aj+ -+, et ap+---+ajcd Vkellk].

Puisque [g4, 98] = 8o+, ON @ g = (S4, @ € A) et on a aussi

(51)  [ha, hg] =0, (52)  [Xa»ypl = bapha;
(53)  [ha,xg] = (@, B)xg, (S3')  [ha:ypl = (. By,
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® caractérise g

On suppose g semi-simple et A = {a1,...,ar} une base de ®.
Peut-on "caractériser” de g a partir de {xy, Yo, ho | @ € A}?

Lemme
Soit B € ®*. Il existe iy, . .., is € [1,{] tels que

B=aj+ -+, et ap+---+ajcd Vkellk].

Puisque [g4, 98] = 8o+, ON @ g = (S4, @ € A) et on a aussi

(51)  [ha, hg] =0, (52)  [xas y8] = 6a,phas
(53)  [has xgl = (@, B)xg, (53)  [ha, ypl = —(@, By,
(54)  ad P (xg) =0, (S#)  ad, P (yp) =0.
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® caractérise g
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® caractérise g

On fixe deux algebres de Lie g,g" et h c g, i’ C ¢’ deux CSA.
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® caractérise g

On fixe deux algebres de Lie g,g" et h c g, i’ C ¢’ deux CSA.
On @,®’ leur systéme de racines et on suppose qu'il existe un
isomorphisme 7 : ® — @',

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



® caractérise g

On fixe deux algebres de Lie g,g" et h c g, i’ C ¢’ deux CSA.
On @,®’ leur systéme de racines et on suppose qu'il existe un
isomorphisme 7 : ® — @',

On fixe également une base A C ®.
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® caractérise g

On fixe deux algebres de Lie g,g" et h c g, i’ C ¢’ deux CSA.
On @,®’ leur systéme de racines et on suppose qu'il existe un
isomorphisme 7 : ® — @',

On fixe également une base A C ®.

Pour a € A, on fixe Xu, Ya» ha € 8 €t Xz(a)s Yr(a)s Pr(a) €8’
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® caractérise g

On fixe deux algebres de Lie g,g" et h c g, i’ C ¢’ deux CSA.
On @,®’ leur systéme de racines et on suppose qu'il existe un
isomorphisme 7 : ® — @',

On fixe également une base A C ®.

Pour a € A, on fixe Xu, Ya» ha € 8 €t Xz(a)s Yr(a)s Pr(a) €8’

Théoreme

Il existe un unique isomorphisme d’algébres de Lie de g dans ¢’
qui envoie Xo SUr Xg(a), Ya SUI Yr(a) €t ha sur hy(q).
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Un théoreme d’existence

Valentin Massicot Classification des algebres de Lie semi-simples



Un théoreme d’existence

Théoreme

Soit ® un systéme de racine de base A = {ax, ..., ar}.
L'algébre de Lie engendrée par 3¢ générateurs
{Xe» Ya> ho | @ € A} Vérifiant les relations

(51)  [ha, h,B] =0, (52) [Xas )/ﬁ] = 5a,ﬁha,
(83)  [ha,xgl =, B)xg, (S3')  [ha,ys] = —{a,B)ys,
(54)  ad P (xg) =0, (S&)  ad, P (y) =0.

est de dimension finie, semi-simple, admet {h,, @ € A) comme
CSA et ® comme systéme de racines.
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Irréductibilité et simplicité
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Irréductibilité et simplicité

Fixons g semi-simple et f) CSA de sorte que

g=b@@ga.
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Irréductibilité et simplicité

Fixons g semi-simple et f) CSA de sorte que

g=b@@ga.

0 Sid=0P; L Dy alors g=(5,, @ € D7) B ($5y, @ € 7).
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Irréductibilité et simplicité

Fixons g semi-simple et f) CSA de sorte que

g=b@@ga.

0 Sid=0P; L Dy alors g=(5,, @ € D7) B ($5y, @ € 7).

@ Réciproquement, si g = g1 ® g alors

hb=(hng) ®(hng2)

et pour i = 1,2, h; :=hNg; est une CSA de g;.
De plus, @1, @5 s'injectent dans ® et ® = P L Py,
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Irréductibilité et simplicité

Fixons g semi-simple et f) CSA de sorte que

g=b@@ga.

0 Sid=0P; L Dy alors g=(5,, @ € D7) B ($5y, @ € 7).

@ Réciproquement, si g = g1 ® g alors

hb=(hng) ®(hng2)

et pour i = 1,2, h; :=hNg; est une CSA de g;.
De plus, @1, @5 s'injectent dans ® et ® = P L Py,

Proposition
g est simple si et seulement si ® est irréductible.
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Classification des algebres de Lie simples
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

A (t>1) Ee :
By : (€>2) E;:
G (€ >3) Es :
Dg: ({724) F4Z

Gy :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

Ap: slegy1 (€21) Es :
By : (€>2) E;:
G (€ >3) Es :
Dg 5 ({7 2 4) F4 5

Gy :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

Ap: slegy1 (€21) Es :
Br: sop1 (€2 2) E;:
Ce: (€>3) Es :
Dg 5 ({7 2 4) F4 5

Gy :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

Ap: slegy1 (€21) Es :
Br: sop1 (€2 2) E;:
Ce: spyy (€= 3) Es :
Dg 5 ({7 2 4) F4 5

Gy :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

Ap: slegy1 (€21) Es :
Br: sop1 (€2 2) E;:
Ce: spyy (€= 3) Es :
Dg : $Do¢ ({7 = 4) Fy:

Gy :
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Classification des algebres de Lie simples

Théoreme

Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique O et si
g une algebre de Lie simple sur K, elle est de la forme :

Ap: slegy1 (€21) Eg: 7
Br: sop1 (€2 2) E;: 7
Ce: spyy (€= 3) Eg: 7
Dg : $Do¢ ({7 = 4) Fy : ?

Gy: 7
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