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Problématique et idée

Fixons 𝔤 une algèbre de Lie et 𝜌 : 𝔤 → 𝔤𝔩(V ).

Problème :

• Si x , y ∈ 𝔤, xy a un sens dans 𝔤𝔩(V ) mais pas dans 𝔤.

• 𝔤 provient-elle naturellement d’une algèbre associative ?

Par exemple : 𝔰𝔩n (K) engendre Mn (K) mais les représentations de 𝔰𝔩n (K) ne
proviennent pas de représentations de Mn (K).

Idée :

Construire une algèbre associative engendrée par 𝔤 ne vérifiant que les relations de
commutation de 𝔤.
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commutation de 𝔤.

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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Fixons 𝔤 une algèbre de Lie et 𝜌 : 𝔤 → 𝔤𝔩(V ).

Problème :

• Si x , y ∈ 𝔤, xy a un sens dans 𝔤𝔩(V ) mais pas dans 𝔤.

• 𝔤 provient-elle naturellement d’une algèbre associative ?
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Algèbre tensorielle d’un espace vectoriel

On fixe V un espace vectoriel.

On définit 𝔗(V ) =
⊕
k⩾0

V ⊗k =
⊕
k⩾0

T k .

𝔗(V ) est une algèbre associative munie de la concaténation.

𝔗(V ) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour toute application linéaire f : V → A à valeurs dans une algèbre associative unifère

A, il existe un unique morphisme d’algèbres unifères f̃ : 𝔗(V ) → A vérifiant :

V

A

𝔗(V )

f

𝜄

f̃
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Algèbre tensorielle d’un espace vectoriel

On fixe V un espace vectoriel.

On définit 𝔗(V ) =
⊕
k⩾0

V ⊗k =
⊕
k⩾0

T k .
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Algèbre symétrique d’un espace vectoriel

On pose I = ⟨xy − yx ; x , y ∈ V ⟩ ⊂ 𝔗(V ) et on définit

𝔖(V ) = 𝔗(V )/I =
⊕
k⩾0

Sk .

𝔖(V ) est caractérisée par la propriété universelle suivante :
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Algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie

On pose J = ⟨xy − yx − [x , y ]; x , y ∈ 𝔤⟩ ⊂ 𝔗(𝔤) et on définit

𝔘(𝔤) = 𝔗(𝔤)/J .
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8/25

Algèbre graduée associée à 𝔘(𝔤)

Idée : si x1, . . . , xs ∈ 𝔤 et 𝜎 ∈ 𝔖s alors dans 𝔘(𝔤)

x𝜎 (1) · · · x𝜎 (s ) = x1 · · · xs + termes de ”degré” ⩽ s − 1.

Pour k ∈ N, on pose

Tk = T 0 ⊕ · · · ⊕ T k ⊂ 𝔗(𝔤), Sk = S0 ⊕ · · · ⊕ Sk ⊂ 𝔖(𝔤),

Uk = 𝜄(Tk ) ⊂ U (𝔤), G k = Uk/Uk−1, G =
⊕
ℓ⩾0

G ℓ .

Pour k ∈ N fixé, on définit canoniquement 𝜔k : T k → G k surjective d’où un
morphisme 𝜔 : 𝔗(𝔤) → G surjectif.
Clairement, I ⊂ ker(𝜔) d’où 𝜔 : 𝔖(𝔤) → G surjective.
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Pour k ∈ N, on pose

Tk = T 0 ⊕ · · · ⊕ T k ⊂ 𝔗(𝔤), Sk = S0 ⊕ · · · ⊕ Sk ⊂ 𝔖(𝔤),

Uk = 𝜄(Tk ) ⊂ U (𝔤), G k = Uk/Uk−1, G =
⊕
ℓ⩾0

G ℓ .

Pour k ∈ N fixé, on définit canoniquement 𝜔k : T k → G k surjective d’où un
morphisme 𝜔 : 𝔗(𝔤) → G surjectif.
Clairement, I ⊂ ker(𝜔) d’où 𝜔 : 𝔖(𝔤) → G surjective.
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Théorème PBW

Théorème
L’application 𝜔 : 𝔖(𝔤) → G est un isomorphisme d’algèbres associatives
(graduées).

Idée de la preuve : construire une représentation de 𝔤 sur 𝔖(𝔤) par translation à
gauche.

Corollaire
L’application canonique 𝔤 → 𝔘(𝔤) est injective.
Plus précisément, si (x1, . . . , xn) est une base de 𝔤 alors
{xk11 xk22 · · · xknn | k1, . . . , kn ∈ N} est une base de 𝔘(𝔤).

Corollaire
Si 𝔥 ⊂ 𝔤 est une sous-algèbre, 𝔘(𝔤) est un 𝔘(𝔥)-module libre.
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Modules cycliques de plus haut poids

On fixe 𝔤 semi-simple, 𝔥 ⊂ 𝔤 une CSA, Φ le système de racines associé et Δ une
base de Φ. On fixe aussi

B = 𝔥 ⊕
⊕
𝛼≻0

𝔤𝛼, N− =
⊕
𝛼≺0

𝔤𝛼 .

Définition

Soit V un 𝔤-module. Un vecteur v ∈ V de poids 𝜆 ∈ 𝔥∗ est maximal si 𝔤𝛼v = {0}
pour tout 𝛼 ≻ 0.
V est cyclique de plus haut poids s’il existe v maximal vérifiant V = 𝔘(𝔤)v .
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids 𝜆).
Par PBW, 𝔘(𝔤) = 𝔘(N−)𝔘(B) donc V = 𝔘(N−)v .

Théorème

Si Φ+ = {𝛽1, . . . , 𝛽ℓ }, on a

• V = ⟨y i1
𝛽1
· · · y iℓ

𝛽ℓ
v , i1, . . . , iℓ ∈ N⟩.

• V est somme directe de ses espaces de poids.

• Les poids de V sont de la forme 𝜆 −
ℓ∑︁
i=1

ki 𝛽i , ki ∈ N.

• Pour tout 𝜇 ∈ 𝔥∗, dimV𝜇 < +∞ et dimV𝜆 = 1.

• V est indécomposable et admet un unique sous-module maximal.

• Si V est irréductible, il a un unique vecteur maximal.
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Une construction universelle

On fixe 𝜆 ∈ 𝔥∗.
Deux constructions possibles :

• Via une représentation induite de B.

• Via un quotient de 𝔘(𝔤).
On veut les relations

x𝛼v = 0, ∀𝛼 ≻ 0

(h − 𝜆(h)1)v = 0, ∀h ∈ 𝔥

donc on pose I = ⟨x𝛼 (𝛼 ≻ 0), h − 𝜆(h)1 (h ∈ 𝔥)⟩ ⊂ 𝔘(𝔤) et

W (𝜆) = 𝔘(𝔤)/I .

W (𝜆) est cyclique de plus haut poids 𝜆 pour v = 1 + I .
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• Via un quotient de 𝔘(𝔤).
On veut les relations

x𝛼v = 0, ∀𝛼 ≻ 0

(h − 𝜆(h)1)v = 0, ∀h ∈ 𝔥

donc on pose I = ⟨x𝛼 (𝛼 ≻ 0), h − 𝜆(h)1 (h ∈ 𝔥)⟩ ⊂ 𝔘(𝔤) et

W (𝜆) = 𝔘(𝔤)/I .

W (𝜆) est cyclique de plus haut poids 𝜆 pour v = 1 + I .
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Une construction universelle

Considérons V cyclique de plus haut poids 𝜆 pour w .

𝜙 :
𝔘(𝔤) → V
x ↦→ xw

induit 𝜙 : W (𝜆) → V surjectif.

Théorème
Tout module cyclique de plus haut-poids 𝜆 est un quotient du module de Verma
W (𝜆).

Corollaire
Il existe un unique module cyclique de plus haut poids 𝜆 irréductible Z (𝜆).
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe 𝜌 : 𝔤 → 𝔤𝔩(V ) irréductible de dimension finie.
Théorème de Lie : V possède un vecteur propre commun pour

B = 𝔥 ⊕
⊕
𝛼≻0

𝔤𝛼 .

Par irréductibilité, 𝔘(𝔤)v = V et V est cyclique de plus haut poids 𝜆 ∈ 𝔥∗.
Si 𝛼 ∈ Δ, 𝔰𝛼 agit sur V et v est maximal pour 𝔰𝛼.
𝔘(𝔰𝔩𝛼)v est un 𝔰𝔩𝛼-module cyclique de plus haut poids 𝜆(h𝛼) de dimension finie
donc est irréductible.
En particulier, 𝜆(h𝛼) ∈ N.
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15/25
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En particulier, 𝜆(h𝛼) ∈ N.

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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Réseau des poids

Définition

On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :

Λ =

{
𝜆 ∈ 𝔥∗ | ∀𝛼 ∈ Φ, ⟨𝜆, 𝛼⟩ = 2

(𝜆, 𝛼)
(𝛼, 𝛼) ∈ Z

}
, Λr = VectZ (Φ).

On dit que 𝜆 ∈ 𝔥∗ est dominant si ⟨𝜆, 𝛼⟩ ⩾ 0 pour tout 𝛼 ∈ Φ+. On note Λ+

l’ensemble des poids dominants intégraux.

On a

• Λ = VectZ (w𝛼)𝛼∈Φ avec (w𝛼)𝛼∈Φ base duale de
(

2𝛼
(𝛼,𝛼)

)
𝛼∈Δ

.

• Λr ⊂ Λ.

• Tout poids est W-conjugué à un unique poids dominant.
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• Tout poids est W-conjugué à un unique poids dominant.

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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Λ =

{
𝜆 ∈ 𝔥∗ | ∀𝛼 ∈ Φ, ⟨𝜆, 𝛼⟩ = 2

(𝜆, 𝛼)
(𝛼, 𝛼) ∈ Z

}
, Λr = VectZ (Φ).

On dit que 𝜆 ∈ 𝔥∗ est dominant si ⟨𝜆, 𝛼⟩ ⩾ 0 pour tout 𝛼 ∈ Φ+. On note Λ+

l’ensemble des poids dominants intégraux.

On a

• Λ = VectZ (w𝛼)𝛼∈Φ avec (w𝛼)𝛼∈Φ base duale de
(

2𝛼
(𝛼,𝛼)

)
𝛼∈Δ

.

• Λr ⊂ Λ.

• Tout poids est W-conjugué à un unique poids dominant.
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théorème

Si 𝜆 ∈ 𝔥∗, Z (𝜆) est de dimension finie ⇐⇒ 𝜆 ∈ Λ+.
En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec Λ+.

Proposition

Si 𝜇 ∈ Λ, 𝜇 apparâıt dans Z (𝜆) si et seulement si pour tout 𝜎 ∈ W, 𝜎(𝜇) ≺ 𝜆.

Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

Idée :
→ Trace d’un élément central
→ Caractère d’une représentation
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avec Λ+.

Proposition

Si 𝜇 ∈ Λ, 𝜇 apparâıt dans Z (𝜆) si et seulement si pour tout 𝜎 ∈ W, 𝜎(𝜇) ≺ 𝜆.

Question :

Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

Idée :
→ Trace d’un élément central
→ Caractère d’une représentation
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Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

Idée :

→ Trace d’un élément central
→ Caractère d’une représentation

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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19/25

Élément de Casimir

𝜅 induit un isomorphisme 𝔤 ≃ 𝔤∗ en tant que 𝔤-module.
On en déduit

𝔤 ⊗ 𝔤 ≃ 𝔤∗ ⊗ 𝔤 ≃ Hom(𝔤).

Si x , y , z ∈ 𝔤

x · (y ⊗ z) = adx (y ) ⊗ z + y ⊗ adx (z)

donc dans 𝔘(𝔤), x · (yz) = [x , y ]z + y [x , z] = [x , yz].
Finalement, pour f ∈ Hom(𝔤)

f ∈ Z (𝔘(𝔤)) ⇐= 𝔤 · f = 0 dans 𝔤 ⊗ 𝔤

⇐⇒ 𝔤 · f = 0 dans Hom(𝔤)
⇐⇒ ∀x ∈ 𝔤, adx ◦ f 9 f ◦ adx = 0

⇐⇒ f est un opérateur d’entrelacement
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19/25
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𝔤 ⊗ 𝔤 ≃ 𝔤∗ ⊗ 𝔤 ≃ Hom(𝔤).

Si x , y , z ∈ 𝔤

x · (y ⊗ z) = adx (y ) ⊗ z + y ⊗ adx (z)

donc dans 𝔘(𝔤), x · (yz) = [x , y ]z + y [x , z] = [x , yz].
Finalement, pour f ∈ Hom(𝔤)

f ∈ Z (𝔘(𝔤)) ⇐= 𝔤 · f = 0 dans 𝔤 ⊗ 𝔤

⇐⇒ 𝔤 · f = 0 dans Hom(𝔤)
⇐⇒ ∀x ∈ 𝔤, adx ◦ f 9 f ◦ adx = 0
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Élément de Casimir

Définition
L’élément de Casimir est l’image dans 𝔘(𝔤) de id𝔤 ∈ Hom(𝔤).

On fixe e = (e1, . . . , en) une base de 𝔤 et f = (f1, . . . , fn) sa base 𝜅-duale :
𝜅(ei , fj ) = 𝛿ij .
On a

id𝔤 = 𝜅(e1, ·) ⊗ f1 + · · · + 𝜅(en, ·) ⊗ fn dans 𝔤∗ ⊗ 𝔤

= e1 ⊗ f1 + · · · + en ⊗ fn dans 𝔤 ⊗ 𝔤

donc c = e1f1 + · · · + enfn ∈ 𝔘(𝔤).
Ici,

e = (x𝛼)𝛼∈Φ ∪ (h𝛽)𝛽∈Δ et f = (z𝛼)𝛼∈Φ ∪ (k𝛽)𝛽∈Δ
où

(k𝛽)𝛽∈Δ duale de (h𝛽)𝛽∈Δ et z𝛼 ∈ 𝔤−𝛼 vérifie 𝜅(x𝛼, z𝛼) = 1.
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Définition
L’élément de Casimir est l’image dans 𝔘(𝔤) de id𝔤 ∈ Hom(𝔤).

On fixe e = (e1, . . . , en) une base de 𝔤 et f = (f1, . . . , fn) sa base 𝜅-duale :
𝜅(ei , fj ) = 𝛿ij .

On a

id𝔤 = 𝜅(e1, ·) ⊗ f1 + · · · + 𝜅(en, ·) ⊗ fn dans 𝔤∗ ⊗ 𝔤

= e1 ⊗ f1 + · · · + en ⊗ fn dans 𝔤 ⊗ 𝔤

donc c = e1f1 + · · · + enfn ∈ 𝔘(𝔤).
Ici,

e = (x𝛼)𝛼∈Φ ∪ (h𝛽)𝛽∈Δ et f = (z𝛼)𝛼∈Φ ∪ (k𝛽)𝛽∈Δ
où
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On fixe 𝜆 ∈ Λ+, 𝜇 ∈ Λ et V = Z (𝜆) irréductible cyclique de plus haut poids 𝜆.
Idée :

• c agit sur V par homothétie de rapport ℓ.

• Via les représentations de 𝔰𝔩𝛼, on montre que si 𝜆 ∈ Λ,

TrV𝜇
(x𝛼z𝛼) =

∞∑︁
i=0

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• On a TrV𝜇

©­«
∑︁
𝛽∈Δ

h𝛽k𝛽
ª®¬ = m(𝜇)

∑︁
𝛽∈Δ

𝜇(h𝛽)𝜇(k𝛽) = m(𝜇) (𝜇, 𝜇).

• En combinant :

ℓm(𝜇) = (𝜇, 𝜇 + 2𝛿)m(𝜇) + 2
∑︁
𝛼≻0

∞∑︁
i=1

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• Avec 𝜇 = 𝜆 : ℓ = (𝜆, 𝜆 + 2𝛿).
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On fixe 𝜆 ∈ Λ+, 𝜇 ∈ Λ et V = Z (𝜆) irréductible cyclique de plus haut poids 𝜆.

Idée :

• c agit sur V par homothétie de rapport ℓ.

• Via les représentations de 𝔰𝔩𝛼, on montre que si 𝜆 ∈ Λ,

TrV𝜇
(x𝛼z𝛼) =

∞∑︁
i=0

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• On a TrV𝜇

©­«
∑︁
𝛽∈Δ

h𝛽k𝛽
ª®¬ = m(𝜇)

∑︁
𝛽∈Δ

𝜇(h𝛽)𝜇(k𝛽) = m(𝜇) (𝜇, 𝜇).

• En combinant :

ℓm(𝜇) = (𝜇, 𝜇 + 2𝛿)m(𝜇) + 2
∑︁
𝛼≻0

∞∑︁
i=1

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• Avec 𝜇 = 𝜆 : ℓ = (𝜆, 𝜆 + 2𝛿).

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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On fixe 𝜆 ∈ Λ+, 𝜇 ∈ Λ et V = Z (𝜆) irréductible cyclique de plus haut poids 𝜆.
Idée :

• c agit sur V par homothétie de rapport ℓ.

• Via les représentations de 𝔰𝔩𝛼, on montre que si 𝜆 ∈ Λ,

TrV𝜇
(x𝛼z𝛼) =

∞∑︁
i=0

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• On a TrV𝜇

©­«
∑︁
𝛽∈Δ

h𝛽k𝛽
ª®¬ = m(𝜇)

∑︁
𝛽∈Δ

𝜇(h𝛽)𝜇(k𝛽) = m(𝜇) (𝜇, 𝜇).

• En combinant :

ℓm(𝜇) = (𝜇, 𝜇 + 2𝛿)m(𝜇) + 2
∑︁
𝛼≻0

∞∑︁
i=1

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• Avec 𝜇 = 𝜆 : ℓ = (𝜆, 𝜆 + 2𝛿).

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024
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21/25

Formule de Freudenthal

On fixe 𝜆 ∈ Λ+, 𝜇 ∈ Λ et V = Z (𝜆) irréductible cyclique de plus haut poids 𝜆.
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Théorème

Si 𝜆 ∈ Λ+ et 𝜆 ∈ Λ, on a

((𝜆 + 𝛿, 𝜆 + 𝛿) − (𝜇 + 𝛿, 𝜇 + 𝛿))m(𝜇) = 2
∑︁
𝛼≻0

∞∑︁
i=1

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• On sait que m(𝜆) = 1.

• Si on connâıt m(𝜈) pour tout 𝜇 ≺
≠
𝜈 ≺ 𝜆, la formule nous fournit m(𝜇).

−→ On peut calculer dimV𝜇 récursivement.
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Théorème

Si 𝜆 ∈ Λ+ et 𝜆 ∈ Λ, on a

((𝜆 + 𝛿, 𝜆 + 𝛿) − (𝜇 + 𝛿, 𝜇 + 𝛿))m(𝜇) = 2
∑︁
𝛼≻0

∞∑︁
i=1

m(𝜇 + i𝛼) (𝜇 + i𝛼, 𝛼).

• On sait que m(𝜆) = 1.
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Caractère d’une représentation

On se place dans le cas K = C.

Définition
Si 𝜌 : 𝔤 → 𝔤𝔩(V ) est une représentation de dimension finie, on pose

𝜒𝜌 :
𝔥 → C
h ↦→ Tr

(
eadh

) .

On a

• 𝜒𝜌 (0) = dimV ,

• 𝜒𝜌 (h) =
∑︁
𝜇

m(𝜇)e𝜇 (h) avec V =
⊕
𝜇

V𝜇.
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Un exemple

On prend 𝔤 = 𝔰𝔩2 et V la représentation irréductible de degré m + 1. On a

V =

m⊕
k=0

V𝜇−2k avec dimV𝜇−2k = 1 donc

𝜒V (tH) = etm + et (m−2) + · · · + e−tm =
et (m+1) − e−t (m+1)

et − e−t
.

Une telle factorisation est toujours possible !
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24/25

Un exemple

On prend 𝔤 = 𝔰𝔩2 et V la représentation irréductible de degré m + 1. On a
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Formule des caractères de Weyl

Théorème (Formule des caractères)

Si 𝜆 ∈ Λ+, on a

𝜒𝜆 (H) =

∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝜆+𝛿 ) (H )∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝛿 ) (H )
=

∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝜆+𝛿 ) (H )

∏
𝛼∈Δ

(
e

1
2 𝛼(H ) − e−

1
2 𝛼(H )

) .
Corollaire (Formule de la dimension)

Si 𝜆 ∈ Λ+, on a

dimZ (𝜆) =

∏
𝛼≻0

(𝜆 + 𝛿, 𝛼)∏
𝛼≻0

(𝛿, 𝛼)
=

∏
𝛼≻0

⟨𝜆 + 𝛿, 𝛼⟩∏
𝛼≻0

⟨𝛿, 𝛼⟩
.
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Si 𝜆 ∈ Λ+, on a

dimZ (𝜆) =

∏
𝛼≻0

(𝜆 + 𝛿, 𝛼)∏
𝛼≻0

(𝛿, 𝛼)
=

∏
𝛼≻0

⟨𝜆 + 𝛿, 𝛼⟩∏
𝛼≻0

⟨𝛿, 𝛼⟩
.
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Formule des caractères de Weyl

Théorème (Formule des caractères)

Si 𝜆 ∈ Λ+, on a

𝜒𝜆 (H) =

∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝜆+𝛿 ) (H )∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝛿 ) (H )
=

∑︁
w ∈W

det(w )ew (𝜆+𝛿 ) (H )

∏
𝛼∈Δ

(
e

1
2 𝛼(H ) − e−

1
2 𝛼(H )

) .
Corollaire (Formule de la dimension)

Si 𝜆 ∈ Λ+, on a

dimZ (𝜆) =

∏
𝛼≻0

(𝜆 + 𝛿, 𝛼)∏
𝛼≻0

(𝛿, 𝛼)
=

∏
𝛼≻0

⟨𝜆 + 𝛿, 𝛼⟩∏
𝛼≻0

⟨𝛿, 𝛼⟩
.
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