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® Si x,y €g, xy a un sens dans gl(V) mais pas dans g.
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Problématique et idée

Fixons g une algebre de Lie et p : g — gl(V).

Probléeme :

® Si x,y €g, xy a un sens dans gl(V) mais pas dans g.

® g provient-elle naturellement d'une algébre associative ?

Par exemple : s1,(K) engendre M, (K) mais les représentations de sl,(K) ne
proviennent pas de représentations de M, (K).
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Problématique et idée

Fixons g une algebre de Lie et p : g — gl(V).

Probléeme :

® Si x,y €g, xy a un sens dans gl(V) mais pas dans g.

® g provient-elle naturellement d'une algébre associative ?

Par exemple : s1,(K) engendre M, (K) mais les représentations de sl,(K) ne
proviennent pas de représentations de M, (K).

Idée :
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Problématique et idée

Fixons g une algebre de Lie et p : g — gl(V).

Probléme :

® Six,y €g, xy a un sens dans gl(V) mais pas dans g.
® g provient-elle naturellement d'une algébre associative ?

Par exemple : s1,(K) engendre M, (K) mais les représentations de sl,(K) ne
proviennent pas de représentations de M, (K).

Idée :

Construire une algeébre associative engendrée par g ne vérifiant que les relations de
commutation de g.
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Algebre tensorielle d’'un espace vectoriel

On fixe V un espace vectoriel.

On définit T(V) = (P v = 7.

k>0 k>0
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Algebre tensorielle d’'un espace vectoriel

On fixe V un espace vectoriel.

On définit T(V) = @ vek = EB T

k>0 k>0
T (V) est une algebre associative munie de la concaténation.
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On fixe V un espace vectoriel.

On définit T(V) = EB vek = EB T
k>0 k>0
T (V) est une algebre associative munie de la concaténation.

T (V) est caractérisée par la propriété universelle suivante :
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Algebre tensorielle d’'un espace vectoriel

On fixe V un espace vectoriel.

On définit T(V) = EB vek = EB T
k>0 k>0
T (V) est une algebre associative munie de la concaténation.

T (V) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour toute application linéaire f : V — A a valeurs dans une algebre associative unifére
A, il existe un unique morphisme d'algebres uniferes f : T(V) — A vérifiant :
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On fixe V un espace vectoriel.

On définit T(V) = EB vek = EB T
k>0 k>0
T (V) est une algebre associative munie de la concaténation.

T (V) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour toute application linéaire f : V — A a valeurs dans une algebre associative unifére
A, il existe un unique morphisme d'algebres uniferes f : T(V) — A vérifiant :
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Algebre symétrique d'un espace vectoriel
On pose | = {(xy — yx;x,y € V) C T(V) et on définit

S(V)=I(V)/I = EB Sk.

k>0
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Algebre symétrique d'un espace vectoriel
On pose | = {(xy — yx;x,y € V) C T(V) et on définit

S(V)=I(V)/I = EB Sk.

k>0

S(V) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour toute application linéaire f : V — A a valeurs dans une algebre associative unifére
commutative A, il existe un unique morphisme d'algebres uniferes f : S(V) —» A
vérifiant :

s(V)
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Algebre enveloppante d'une algebre de Lie

On pose J={xy —yx — [x,y]; x,y € g) C T(g) et on définit

U(g) = T(g)/J.
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On pose J={xy —yx — [x,y]; x,y € g) C T(g) et on définit

U(g) = T(g)/J.

U(g) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour tout morphisme d’algeébres de Lie f : ¢ — A a valeurs dans une algeébre associative
unifére A, il existe un unique morphisme d'algebres uniféres f : U(g) — A vérifiant :
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Algebre enveloppante d'une algebre de Lie

On pose J={xy —yx — [x,y]; x,y € g) C T(g) et on définit

U(g) = T(g)/J.

U(g) est caractérisée par la propriété universelle suivante :

Pour tout morphisme d’algeébres de Lie f : ¢ — A a valeurs dans une algeébre associative
unifére A, il existe un unique morphisme d'algebres uniféres f : U(g) — A vérifiant :

g
\
1A //)( A
7T
U(g)
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Algebre graduée associée a U(g)

Idée : si x1,...,xs € g et 0 € S5 alors dans U(g)

Xo(1) """ Xo(s) = X1+ Xs + termes de "degré” < s-—1.
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Algebre graduée associée a U(g)

Idée : si x1,...,xs € g et 0 € S5 alors dans U(g)
Xo(1) """ Xo(s) = X1+ Xs + termes de "degré” < s-—1.
Pour k € N, on pose

Tk=T’@---@TKcI(g), Sk=S5@ - @S5 cC (),
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Algebre graduée associée a U(g)

Idée : si x1,...,xs € g et 0 € S, alors dans U(g)
Xo(1) """ Xo(s) = X1+ Xs + termes de "degré” < s-—1.
Pour k € N, on pose
Tik=T’@-- 0T cI(g), Sk=S"® &S c&(g),

Uc=uTe) € U(g), G*=Ui/Uka. G=(PG6".
>0

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024



Algebre graduée associée a U(g)

Idée : si x1,...,xs € g et 0 € S, alors dans U(g)
Xo(1) """ Xo(s) = X1+ Xs + termes de "degré” < s-—1.
Pour k € N, on pose
Tik=T’@-- 0T cI(g), Sk=S"® &S c&(g),

Ue=uTe) c UGs), G*=U/Uka, G=(PG".

>0

Pour k € N fixé, on définit canoniquement wy : Tk - Gk surjective d'oli un
morphisme w : T(g) — G surjectif.
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Algebre graduée associée a U(g)

Idée : si x1,...,xs € g et 0 € S, alors dans U(g)
Xo(1) """ Xo(s) = X1+ Xs + termes de "degré” < s-—1.
Pour k € N, on pose
Tik=T’@-- 0T cI(g), Sk=S"® &S c&(g),

Ue=uTe) c UGs), G*=U/Uka, G=(PG".

>0

Pour k € N fixé, on définit canoniquement wy : Tk - Gk surjective d'oli un
morphisme w : T(g) — G surjectif.
Clairement, | C ker(w) d'oll w : S(g) — G surjective.
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Théoreme

L'application w : S(g) — G est un isomorphisme d’algebres associatives
(graduées).
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Théoreme PBW

Théoreme

L'application w : S(g) — G est un isomorphisme d’algebres associatives
(graduées).

Idée de la preuve : construire une représentation de g sur S(g) par translation a
gauche.
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Théoreme PBW

Théoreme

L'application w : S(g) — G est un isomorphisme d’algebres associatives
(graduées).

Idée de la preuve : construire une représentation de g sur S(g) par translation a
gauche.

Corollaire

L’application canonique ¢ — W (g) est injective.
P/us précise’ment, si (x1,...,Xp) est une base de g alors
{x ki 2 ~x,’,‘" | k1,...,k, € N} est une base de U(g).
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Théoreme PBW

Théoreme

L'application w : S(g) — G est un isomorphisme d’algebres associatives
(graduées).

Idée de la preuve : construire une représentation de g sur S(g) par translation a
gauche.

Corollaire

L’application canonique ¢ — W (g) est injective.

Plus précisément, si (x,...,xp) est une base de g alors
xlklxzk2 i ~x,’,‘" | k1,...,k, € N} est une base de U(g).

Corollaire
Sih C g est une sous-algébre, U(g) est un U(h)-module libre.
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Modules cycliques de plus haut poids

On fixe g semi-simple, h C g une CSA, @ le systéeme de racines associé et A une
base de ®.
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Modules cycliques de plus haut poids

On fixe g semi-simple, h C g une CSA, @ le systéeme de racines associé et A une
base de ®. On fixe aussi

B=pe (Do N =Paa

a-0 =<0
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Modules cycliques de plus haut poids

On fixe g semi-simple, h C g une CSA, @ le systéeme de racines associé et A une
base de ®. On fixe aussi

B=pe (Do N =Paa

a-0 =<0

Définition
Soit V un g-module. Un vecteur v € V de poids A € h* est maximal si g,v = {0}
pour tout a > 0.
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Modules cycliques de plus haut poids

On fixe g semi-simple, h C g une CSA, @ le systéeme de racines associé et A une
base de ®. On fixe aussi

B=pe (Do N =Paa

a-0 =<0

Définition

Soit V un g-module. Un vecteur v € V de poids A € h* est maximal si g,v = {0}
pour tout a > 0.

V est cyclique de plus haut poids s'il existe v maximal vérifiant V = U(g)v.
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.

Théoreme
Si®" ={B1,...,B¢}, on a
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.

Théoréme

Si®* ={B1,....Bc}, ona
° V:(y’ll...yg;v, il,...,i€€N>,
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.
Théoreme
Si®" ={B1,...,B¢}, on a
° V:(y"11~~-yg;v, My...,ip €N),
® V est somme directe de ses espaces de poids.
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids ).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.
Théoreme
Si®" ={B1,...,B¢}, on a
° V=(yi11~~-ygv, My...,ip €N),
® V est somme directe de ses espaces de poids.

¢
® |es poids de V sont de la forme A — Z kiBi, ki € N.
i=1
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids 2).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N7)v.
Théoreme
Si®" ={B1,...,B¢}, on a
° V=(y"11~~-yg;v, My...,ip €N),
® V est somme directe de ses espaces de poids.

14
® [es poids de V sont de la forme A — Z kiBi, ki € N.
i=1
® Pour tout u € h*, dim V), < +o0 et dim V = 1.
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids 2).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N")v.

Théoreme
Si (D+ = {ﬂla- . ~aﬁ£}y on a
° V:(y’ll.,.yll;;v, il,...,i[ EN)
® V est somme directe de ses espaces de poids.

14

® [es poids de V sont de la forme A — Z kiBi, ki € N.
i=1

® Pour tout u € h*, dim V), < +o0 et dim V = 1.

® V est indécomposable et admet un unique sous-module maximal.
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Structure des modules cycliques de plus haut poids

On fixe V cyclique de plus haut poids de vecteur maximal v (de poids 2).
Par PBW, U(g) = W(N7)U(B) donc V =U(N")v.

Théoreme
Si®" ={B1,...,B¢}, on a
° V:(y"11~~-y;£v, My...,ip €N),
® V est somme directe de ses espaces de poids.

14

® [es poids de V sont de la forme A — Z kiBi, ki € N.
i=1

® Pour tout u € h*, dim V), < +o0 et dim V = 1.

V est indécomposable et admet un unique sous-module maximal.

Si V est irréductible, il a un unique vecteur maximal.
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
Deux constructions possibles :

® Via une représentation induite de B.
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
Deux constructions possibles :

® Via une représentation induite de B.
® Via un quotient de U (g).
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
Deux constructions possibles :

® Via une représentation induite de B.
® Via un quotient de U (g).
On veut les relations

Xqv=0, Va>0
(h—=A(h1)v=0, Vhe)
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
Deux constructions possibles :

® Via une représentation induite de B.
® Via un quotient de U (g).

On veut les relations
Xqv =0, Va>0

(h—A(M1)v=0, Vhep

donc on pose | = (x4 (a > 0), h—A(h)1 (hebh)) c U(g) et

W(a) = U(g)/!I.
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Une construction universelle

On fixe A € h*.
Deux constructions possibles :

® Via une représentation induite de B.
® Via un quotient de U(g).

On veut les relations
Xqv =0, Va>0

(h—A(M1)v=0, Vhep

donc on pose | = (x4 (a > 0), h—A(h)1 (hebh)) c U(g) et
W(a) =U(g)/I.

W (Q) est cyclique de plus haut poids A pour v=1+1.
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Une construction universelle
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Une construction universelle

Considérons V cyclique de plus haut poids A pour w.
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Une construction universelle

Considérons V' cyclique de plus haut poids A pour w.

5. M) induit & : W(1) — V surjectif.

X g
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Une construction universelle

Considérons V' cyclique de plus haut poids A pour w.

C u(g) - -
¢ N induit ¢ : W(Q) — V surjectif.
Théoreme

Tout module cyclique de plus haut-poids A est un quotient du module de Verma
Wi(a).
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Une construction universelle

Considérons V' cyclique de plus haut poids A pour w.

C u(g) - -
¢ N induit ¢ : W(Q) — V surjectif.
Théoreme

Tout module cyclique de plus haut-poids A est un quotient du module de Verma
Wi(a).

Corollaire

Il existe un unique module cyclique de plus haut poids A irréductible Z(Q).
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Représentations irréductibles de dimension finies
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
Théoreme de Lie : V posséde un vecteur propre commun pour

B=b®€Dga.
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
Théoreme de Lie : V posséde un vecteur propre commun pour

B=b®@ga.

Par irréductibilité, U(g)v = V et V est cyclique de plus haut poids A € h*.
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
Théoreme de Lie : V posséde un vecteur propre commun pour

B=b®@ga.

Par irréductibilité, U(g)v = V et V est cyclique de plus haut poids A € h*.
Si @ €A, s, agit sur V et v est maximal pour s,.
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
Théoreme de Lie : V posséde un vecteur propre commun pour

B=b®@ga.

Par irréductibilité, U(g)v = V et V est cyclique de plus haut poids A € h*.

Sia € A, s4 agit sur V et v est maximal pour s,.

U(sly)v est un sl,-module cyclique de plus haut poids A(h,) de dimension finie
donc est irréductible.
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Représentations irréductibles de dimension finies

On fixe p : @ — gl(V) irréductible de dimension finie.
Théoreme de Lie : V posséde un vecteur propre commun pour

B=b®@ga.

Par irréductibilité, U(g)v = V et V est cyclique de plus haut poids A € h*.

Sia € A, s4 agit sur V et v est maximal pour s,.

U(sly)v est un sl,-module cyclique de plus haut poids A(h,) de dimension finie
donc est irréductible.

En particulier, A(hy) € N.
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :

(1, )
(@, a)

On dit que A € h* est dominant si (1, a) > 0 pour tout a € ®*.

A={/l€b*|Va/€<I>, (Aa)=2 GZ}, A, = Vectz(®D).
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :
(4, @)
(@, )

On dit que 2 € h* est dominant si (1, @) > 0 pour tout @ € ®*. On note A*
I'ensemble des poids dominants intégraux.

Az{AEb*IVa/E(I), (Aa)=2 EZ}, A, = Vectz(®D).
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :
(4, @)
(@, )

On dit que A € h* est dominant si (4, @) > 0 pour tout @ € ®*. On note A"
I'ensemble des poids dominants intégraux.

A={/l€b*|Va€<I>, (Aa)=2 EZ}, A, = Vectz(®D).

Ona

® A = Vectz(Wg)aco avec (Wq)aeeco base duale de ((3‘3)) A
’ ae€
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :
(4, @)
(@, )

On dit que A € h* est dominant si (4, @) > 0 pour tout @ € ®*. On note A"
I'ensemble des poids dominants intégraux.

Az{/IEb*IVa/E(I), (Aa)=2 EZ}, A, = Vectz(®D).

On a

® A = Vectz(Wg)aco avec (Wq)aeeco base duale de ((j‘z)) A
’ ae€

° A, CA.
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Réseau des poids

Définition
On définit le réseau des poids entiers et le réseau des racines :
(4, @)
(@, )

On dit que A € h* est dominant si (4, @) > 0 pour tout @ € ®*. On note A"
I'ensemble des poids dominants intégraux.

Az{/IEb*IVCL/E(I), (Aa)=2 EZ}, A, = Vectz(®D).

On a

® A = Vectz(Wg)aco avec (Wq)aeeco base duale de ((j‘z)) A
’ ae€

° A, CA.

® Tout poids est “W-conjugué a un unique poids dominant.
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Représentations irréductibles de dimension finie
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

Proposition

Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

Proposition

Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.

Question :
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

Proposition
Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.

Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

Proposition
Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.

Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

Idée :
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

Proposition
Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.

Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

. — Trace d'un élément central
Idée :
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Représentations irréductibles de dimension finie

Théoréeme

Si A ebh*, Z(A) est de dimension finie <= A€ A*.

En particulier, les représentation irréductibles de dimension finies sont en bijection
avec A*.

v

Proposition

Siu € A, u apparait dans Z(Q) si et seulement si pour tout o € W, o(u) < A.

Question : Peut-on déterminer la dimension de ces représentations / espaces de
poids ?

dée: Trace d'un élément central
— Caractere d'une représentation
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3. Dénombrement sur les représentations
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Elément de Casimir
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit
g®g=~g¢ ®g=Hom(g).
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
Finalement, pour f € Hom(g)
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
Finalement, pour f € Hom(g)

feZU(g)) & g-f=0dansg®g
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
Finalement, pour f € Hom(g)

feZU(g)) & g-f=0dansg®g
< g f =0 dans Hom(g)
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit

g®g=~g" ®g=~Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
Finalement, pour f € Hom(g)

feZ(U(g)) < g-f=0dansg®g
< g¢-f =0 dans Hom(g)
— Vxeg,adyof-foad,=0
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Elément de Casimir

k induit un isomorphisme g =~ g* en tant que g-module.
On en déduit
g®g=~g¢ ®g=Hom(g).

Six,y,zeg
x-(y®2z)=ady(y) ® z+y Q@ ady(2)

donc dans U(g), x - (yz) = [x,ylz+ y[x, z] = [x, yz].
Finalement, pour f € Hom(g)
feZU(g)) & g-f=0dansg®g
< g¢-f =0 dans Hom(g)
— Vxeg,adyof-foad,=0

<= f est un opérateur d’entrelacement
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Elément de Casimir
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g). J
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e = (e1,...,€,) une base de g et ¥ = (f1,...,f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e = (e1,...,€,) une base de g et ¥ = (f1,...,f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
Ona

idg =«k(e1,)® L +---+k(ep-) ®f, dans g" ® g
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e = (e1,...,€,) une base de g et ¥ = (f1,...,f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
Ona

idg =«k(e1,)® L +---+k(ep-) ®f, dans g" ® g
—e®f+ - +e,®f, dansg®g
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e = (e1,...,€,) une base de g et ¥ = (f1,...,f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
Ona

idg =«k(e1,)® L +---+k(ep-) ®f, dans g" ® g
—e®f+ - +e,®f, dansg®g

donc c = e fi +- -+ ef, € U(g).
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Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e =(eq,...,€,) une base de g et f = (f1,..., f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
Ona

idg =k(e;,)®f+---+k(en-)®fdans g" ® g
—e®f+---+e,®f,dans g® g
donc c = e fi +- -+ ef, € U(g).
lci,
e = (Xa)acd U (hg)gea et f = (zo)aeco U (kg)gea

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024



Elément de Casimir

Définition
L'élément de Casimir est I'image dans U(g) de idq € Hom(g).

On fixe e =(eq,...,€,) une base de g et f = (f1,..., f,) sa base k-duale :
k(ej, ;) = dj;.
Ona

idg =k(e;,)®f+---+k(en-)®fdans g" ® g
—e®f+---+e,®f,dans g® g
donc c = e fi +- -+ ef, € U(g).
lci,
e = (Xa)acd U (hg)gea et f = (zo)aeco U (kg)gea
ol
(kﬁ)ﬁeA duale de (hﬁ)ﬁEA et z, € §_q Vérifie k(xq,zo) = 1.
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Formule de Freudenthal
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :

® ¢ agit sur V par homothétie de rapport £.
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :

® ¢ agit sur V par homothétie de rapport £.

® Via les représentations de sl,, on montre que si 4 € A,

0

Try, (Xaza) = Z m(u+ia)(u+ia,a).
=0
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :

® ¢ agit sur V par homothétie de rapport £.

® Via les représentations de sl,, on montre que si 4 € A,

0

Try, (Xaza) = Z m(u+ia)(u+ia,a).
=0

® Ona Try, Z hgkg | = m(u) Z uChg)p(kp) = m(p)(u, p).
LeA BeA
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :

® ¢ agit sur V par homothétie de rapport £.
® Via les représentations de sl,, on montre que si 4 € A,

[oe]

Try, (Xaza) = Z m(u+ia)(u+ia,a).
=0

® Ona Try, Z hgkg | = m(u) Z uChg)p(kp) = m(p)(u, p).
LeA BeA

® En combinant :

tm(p) = (u, o +26)m(u) +2 Z Z m(u+ia)(u+ia,a).

a>0 j=1
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Formule de Freudenthal

On fixe A € A*,u € A et V =Z(A) irréductible cyclique de plus haut poids A.
Idée :

® ¢ agit sur V par homothétie de rapport £.

® Via les représentations de sl,, on montre que si 4 € A,

[oe]

Try, (XeZa) = Z m(u+ia)(u+ia,a).
=0

® Ona Try, Z hgkg | = m(u) Z uChg)p(kp) = m(p)(u, p).
LeA BeA

® En combinant :

tm(p) = (u, o +26)m(u) +2 Z Z m(u+ia)(u+ia,a).

a>0 j=1

® Avec u=24: €= (A,1+26).
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Formule de Freudenthal
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Formule de Freudenthal

Théoréeme
Sile At etde A, ona

((A+6,1+6)— (u+6,u+08)m(u) =2 Z i m(u+ia)(u+ia,a).

a>0 j=1
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Formule de Freudenthal

Théoreme
SileAtetdeA, ona

(A+6,1+0) — (u+6, u+0)m(p) =2 Z Z m(u + i) (i + i, @).

a>0 j=1

® On sait que m(1) = 1.
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Formule de Freudenthal

Théoreme
SileAtetdeA, ona

(A+6,1+0) — (u+6, u+0)m(p) =2 Z Z m(u + i) (i + i, @).

a>0 j=1

® On sait que m(1) = 1.
® Si on connait m(v) pour tout u -: v < 4, la formule nous fournit m(u).
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Formule de Freudenthal

Théoreme
SileAtetdeA, ona

(A+6,1+0) — (u+6, u+0)m(p) =2 Z Z m(u + i) (i + i, @).

a>0 j=1

® On sait que m(1) = 1.
® Si on connait m(v) pour tout u -é v < 4, la formule nous fournit m(u).

— On peut calculer dim V), récursivement.
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Caractere d'une représentation
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Caractere d'une représentation

On se place dans le cas K =C.
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Caractere d'une représentation

On se place dans le cas K =C.
Définition
Si p: g — gl(V) est une représentation de dimension finie, on pose

h — C

Xot h s Tr(exdn)
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Caractere d'une représentation

On se place dans le cas K =C.
Définition
Si p: g — gl(V) est une représentation de dimension finie, on pose

h — C

Xot h s Tr(exdn)

On a
® xp(0) =dimV,
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Caractere d'une représentation

On se place dans le cas K =C.
Définition
Si p: g — gl(V) est une représentation de dimension finie, on pose

b - c
A N Tr (e2dn) -

On a
® xp(0) =dimV,

® xp(h)= Z m(u)et™ avec V = @ V.
u

u
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Un exemple
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Un exemple

On prend g = sl; et V la représentation irréductible de degré m+ 1.
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Un exemple

On prend g = sl et V la représentation irréductible de degré m+1. On a

m
V =P Vyuak avec dim Vo =1
k=0

Valentin Massicot Représentations de plus haut poids 30 décembre 2024



Un exemple

On prend g = sl et V la représentation irréductible de degré m+1. On a
m

V = @D Vyuak avec dim V,, o = 1 donc
k=0

et(m+1) _ e—t(m+1)

xv(tH) = ™4+ et (m=2) ...y omtm =

et — et
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Un exemple

On prend g = sl et V la représentation irréductible de degré m+1. On a
m

V = @D Vyuak avec dim V,, o = 1 donc
k=0

et(m+1) _ e—t(m+1)

xv(tH) = ™4+ et (m=2) ...y omtm =

et — et

Une telle factorisation est toujours possible !
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Formule des caracteres de Weyl
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Formule des caracteres de Weyl

Théoreme (Formule des caracteres)
Side A", ona

Z det(w)ew (o) (H) Z det(w)ew (o) (H)

X,l(H) _ weWw _ wew

weWw aceA

Y, det(wye @ T (e — -tat)’
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Formule des caracteres de Weyl

Théoreme (Formule des caracteres)

SidleAt, ona
Z det(w)ew(/l+6)(H) Z det(w)ew(/l+6)(H)
w weW
(H) = we _ ‘
e Z det(w)e" (O (H) l‘[ (e%aw) _ e—%aw))
weW a€eA

Corollaire (Formule de la dimension)
Side A", ona

[[a+s.0) []@+se

e Z(/l) _ a0 _ a0
[[er  []ea
a>0 a>0
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