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Groupes de Lie
Définition

Groupe de Lie : groupe + variété différentielle avec opérations lisses.

Exemples :

S, R T GL,(C) SL,(R) O(n,R) SU(n)

R% Sp(n,C) SO(n) U(n) GL*(n,R) PSL(n,C)
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Groupes de Lie
Définition

Groupe de Lie : groupe + variété différentielle avec opérations lisses.

Exemples :
S, R T GL,(C) SL,(R) O(n,R) SuU(n)
R% Sp(n,C) SO(n) U(n) GL*(n,R) PSL(n,C)

Si G est un groupe de Lie :
®*VYgecG, hrsgh hwshg, h— h~! sont des difféomorphismes,
® GG,

° U V™ D Gy pour tout voisinage V de e,
neN

® G connexe <= G connexe par arcs,
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Groupes de Lie

Définition

Groupe de Lie : groupe + variété différentielle avec opérations lisses.

Exemples :
G, R T GL,(C) SL,(R) O(n,R) SuU(n)
R% Sp(n,C) SO(n) U(n) GL*(n,R) PSL(n,C)

Si G est un groupe de Lie :

®*VYgecG, hrsgh hwshg, h— h~! sont des difféomorphismes,
® GG,

° U V™ D Gy pour tout voisinage V de e,
neN

® G connexe <= G connexe par arcs,

® Tout sous-groupe distingué discret est central.
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

Xeg+— X = [x = TeLu(X)] € Tiny(TG)
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

Xeg+— X = [x = TeLly(X)] € Tiny(TG)

ax(t) = X(ax(t))

+—— ax : R — G tel que { ax(0) = e
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

Xege— X =[x Teli(X)] € Ninu(TG)
X(ax(1))

<—>ax:R—>Gtquue{ ax(t

)=
x(0) =

— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

Xege— X =[x Teli(X)] € Ninu(TG)
+—— ax : R — G tel que ax(t) = X(ax(t))
ax(0)=e
— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).
— Isomorphisme linéaire entre g et M, (TG).
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G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.
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— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).
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Proposition

Sif: G — H est un morphisme lisse alors Tef : g — b est un morphisme
d’algébres de Lie.
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

Xeg+— X = [x = TeLly(X)] € Tiny(TG)

<—>ax:R—>Gtquue{ E)) f:( x(t))
— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).
— Isomorphisme linéaire entre g et M, (TG).
On transporte la structure d'algébre de Lie de i (TG) a g

Proposition

Sif: G — H est un morphisme lisse alors Tef : g — b est un morphisme
d’algébres de Lie.

Par exemple :
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

X €ge— X =[x TeL(X)] € Niny(TG)

<—>ax:R%Gtelque{ ax(t) = X(ax(t))
x(0)=e

— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).

— Isomorphisme linéaire entre g et M, (TG).

On transporte la structure d'algébre de Lie de i (TG) a g

Proposition

Sif: G — H est un morphisme lisse alors Tef : g — b est un morphisme
d’algébres de Lie.

Par exemple :

G = GL(g) on obtient ad : al(g)

. g —
*pour A X e Sxax()x1] X e X0
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Algebre de Lie

G : groupe de Lie g : espace tangent a G en e.

X €ge— X =[x TeL(X)] € Niny(TG)

<—>ax:R%Gtelque{ ax(t) = X(ax(t))
x(0)=e

— Bijection entre g et Hom(R, G) via X — ax, de réciproque a — ¢&(0).

— Isomorphisme linéaire entre g et M, (TG).

On transporte la structure d'algébre de Lie de i (TG) a g

Proposition

Sif: G — H est un morphisme lisse alors Tef : g — b est un morphisme
d’algébres de Lie.

Par exemple :

G — GL(g) - g = ole)
. [Xr—) xax( )xfl] , on obtient ad : X = [X, ]

® une représentation G — GL(V/) induit une représentation g — gl(V).
2 el 2

® pour Ad:



Lien entre G et g
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Lien entre G et g

Définition

On pose

g — G
X = ax(l) ’
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Lien entre G et g

Définition
On pose
. 8
exp iy ax(1)

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.
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Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.
® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.
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Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.
® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.
® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
Pour remonter de g a G :

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
Pour remonter de g a G : connexité.

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
Pour remonter de g a G : connexité.
Par exemple, si G connexe :

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
Pour remonter de g a G : connexité.
Par exemple, si G connexe :

® sif,g € Hom(G,H), T.f=T.g < =g,

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Lien entre G et g
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Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
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® sif,g € Hom(G,H), T.f=T.g < =g,
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Lien entre G et g

Définition
On pose

. 8
exp g ax(1) -

® expe C™(g,G), ax(t)=exp(tX), Toexp=id.

® exp est un difféomorphisme local, (exp(g)) = Go.

® Si f € Hom(G, H), foexps = expyoTf (Ad(exp(X)) = exp(ad(X))).
Pour remonter de g a G : connexité.
Par exemple, si G connexe :

® sif,g € Hom(G,H), T.f=T.g < =g,

® sous-espace stable par G <= sous-espace stable par g,

V irréductible pour G <= V irréductible pour g,

G est abélien <= g est abélienne,

® si G est linéaire et g est complétement résoluble, G est cotrigonalisable.
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L application exponentielle (cas matriciel)
On considére G = GL(n, R).
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L application exponentielle (cas matriciel)
On considére G = GL(n, R).

Pour X € g = M,(R) :

VA € GL(n,R), X(A) = T;,La(X) = La(X) = AX

donc on veut résoudre

{ ax(t) = ax(t)X,
ax(O) = /,,.

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts

23 aoiit 2025



L application exponentielle (cas matriciel)
On considére G = GL(n, R).

Pour X € g = M,(R) :

VA € GL(n,R), X(A) = T;,La(X) = La(X) = AX

donc on veut résoudre
a4 (t) = ax(t)X,
ax(O) = In-
Classiquement,
+o0 £
Oéx(t) = an
n=0
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L application exponentielle (cas matriciel)
On considére G = GL(n, R).

Pour X € g = M,(R) :

VA € GL(n,R), X(A) = T;,La(X) = La(X) = AX

donc on veut résoudre
a4 (t) = ax(t)X,
ax(O) = In-
Classiquement,
+o0 £
Oéx(t) = an
n=0
d'ou

+00 1
expe(X) = Z mX" = exp(X).
n=0 "
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L application exponentielle (cas matriciel)
On considére G = GL(n, R).

Pour X € g = M,(R) :
VA € GL(n,R), X(A) = T;,La(X) = La(X) = AX

donc on veut résoudre

Classiquement,

t"
Oéx(t) = an

n=0
d'ou
+oo 1
expe(X) = Z HXH = exp(X).
n=0
Si H C G est un groupe de Lie linéaire,

VY €h, expy(Y)=rtoexpy(Y)=-expgoTet(Y) = exps(Y).
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.

p, p sont des homéo. locaux : la structure de variété de G se transporte a H et G.
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.
p, p sont des homéo. locaux : la structure de variété de G se transporte a H et G.

Théoreme

Si ey € p~1({e}), il existe une unique structure de groupe sur H dont I'élément
neutre est ey et tel que p soit un morphisme de groupes.
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.
p, p sont des homéo. locaux : la structure de variété de G se transporte a H et G.

Théoreme

Si ey € p~1({e}), il existe une unique structure de groupe sur H dont I'élément
neutre est ey et tel que p soit un morphisme de groupes.

Démonstration :
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.
p, p sont des homéo. locaux : la structure de variété de G se transporte a H et G.

Théoreme

Si ey € p~1({e}), il existe une unique structure de groupe sur H dont I'élément
neutre est ey et tel que p soit un morphisme de groupes.

Démonstration : On montre d’abord le résultat pour G. On va utiliser :
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Revétements

G : connexe, p: H — G revétement connexe , p: G — G : revétement universel.
p, p sont des homéo. locaux : la structure de variété de G se transporte a H et G.

Théoreme

Si ey € p~1({e}), il existe une unique structure de groupe sur H dont I'élément
neutre est ey et tel que p soit un morphisme de groupes.

Démonstration : On montre d'abord le résultat pour G. On va utiliser :

Lemme

Soient p : E — B un revétement connexe, X un espace topologique connexe et
localement connexe par arcs, f : X — B continue, x € B et y € p~*(f(x)).
Il existe un relévement f : X — E tel que f(x) =y si et seulement si

f(m1(X, x)) C pu(m1(E, y))-
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On considere M = mo (p x p) :
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x G
Y

G

On considere m = mo (p X p) : B()B(y)

G —
(x —
’/Tl(é X é) = ’/Tl(é) X Wl(é) =0
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GxG6G —
(x,y) = B(x)Bly)

On considere m = mo (p X p) : 5
’/Tl(é X é) = 71'1(@) X Wl(é) =0 donc ﬁ*(m(é X G)) C ﬁ*(wl(G))
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GxG6G —
(x,y) = B(x)Bly)

On considere m = mo (p X p) : 5
71'1(@ X G) = 7T1(CN-;) X Wl(é) =0 donc ﬁ*(m(é X G)) C ﬁ*(wl(G))

On obtient /M : G x G — G telle que { m
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GxG6G —
(x,y) = B(x)Bly)

On considere m = mo (p X p) : 5
71'1(& X G) = 7T1(C-;) X Wl(é) =0 donc ﬁ*(m(@ X G)) C ﬁ*(wl(G))

m(é, &) = é
) p(m(x,y)) = p(x)p(y) -
On montre que (G, M) est un groupe via 'unicité des relevés.

On obtient M : G x G — G telle que {
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GxG6G —
(x,y) = px

On considere m = mo (p X p) : 5
71'1(6 X G) = 7T1(C-;) X Wl(é) =0 donc ﬁ*(m(@ X G)) C ﬁ*(wl(G))

m(é, &) = é
) p(m(x,y)) = p(x)p(y) -
On montre que (G, M) est un groupe via 'unicité des relevés.

On obtient M : G x G — G telle que {

Pour le cas général, on pose my : H x H — G.
Si v = (v1,72) € m1(H x H,(en, en)), on considére le diagramme
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On considere m = mo (p x p) : GxG = PN .
consicerem=melPX Pl (y) > BB(Y)
7T1(G X G) = 7T1(G) X 7T1(G) =0 donc ﬁ*(m(G X G)) C ﬁ*(wl(G))

U (6.8) — &
On obtient M : G x G — G telle que { p(m(x,y)) = p(x)p(y)

On montre que (G, M) est un groupe via 'unicité des relevés.

Pour le cas général, on pose my : H x H — G.
Si v = (v1,72) € m1(H x H,(en, en)), on considére le diagramme

G mo(px p) Hx H
I TXT
X

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025

3:
2

/ \

(o)
=

[l




On considere m = mo (p x p) : GxG = PN .
consicerem=melPX Pl (y) > BB(Y)
7T1(G X G) = 7T1(G) X 7T1(G) =0 donc ﬁ*(m(G X G)) C ﬁ*(wl(G))

U (6.8) — &
On obtient M : G x G — G telle que { p(m(x,y)) = p(x)p(y)

On montre que (G, M) est un groupe via 'unicité des relevés.
Pour le cas général, on pose my : H x H — G.

Si v = (71,72) € m1(H x H, (en, en)), on considere le diagramme

mo(px p) Hx H

G
I T™XTT
X

G R

¥

3:
2

/ \

Ona(mopxp)oy=po(romos) donc I'application m se reléve.
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Revétement

Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.
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Revétement
Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.
Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie avec G simplement connexe et si ¢ : g — b
est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un (unique) morphisme de
groupes ® : G — H tel que T, = ¢.
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Revétement
Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.
Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie avec G simplement connexe et si ¢ : g — b
est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un (unique) morphisme de
groupes ® : G — H tel que T, = ¢.

On en tire :
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Revétement
Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie avec G simplement connexe et si ¢ : g — b
est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un (unique) morphisme de
groupes ® : G — H tel que T, = ¢.

On en tire :

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie alors

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aofit 2025



Revétement
Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie avec G simplement connexe et si ¢ : g — b
est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un (unique) morphisme de
groupes ® : G — H tel que T, = ¢.

On en tire :

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie alors

g~bh < G~H.

On descend de G 3 G via :
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Revétement

Utilité de la simple connexité : passer de g a G pour les morphismes.

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie avec G simplement connexe et si ¢ : g — b
est un morphisme d’algébres de Lie alors il existe un (unique) morphisme de
groupes ® : G — H tel que T, = ¢.

On en tire :

Proposition

Si G et H sont deux groupes de Lie alors

g~bh < G~H.

On descend de G 3 G via :
Proposition

Les groupes de Lie ayant g comme algebre de Lie sont les quotients de G par un
sous-groupe central discret.
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J
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Le cas G abélien
Théoréme

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ RK x T' J

Démonstration :
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Le cas G abélien
Théoréme

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ RK x T' J

Démonstration :

® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
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Le cas G abélien
Théoréme

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ RK x T' J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
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Le cas G abélien
Théoréme

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ RK x T' J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
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Le cas G abélien
Théoréme

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ RK x T' J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}¢ x Z') ~ Rk x T'. O
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}¢ x Z') ~ Rk x T'. O

Théoreme

Si G est un groupe de Lie abélien compact, il existe un groupe abélien fini I et
k € N tels que G ~ Tk x T.
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}¢ x Z') ~ Rk x T'. O

Théoreme

Si G est un groupe de Lie abélien compact, il existe un groupe abélien fini I et
k € N tels que G ~ Tk x T.

Démonstration :
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}* x Z!) ~ R¥ x T'. O

Théoreme

Si G est un groupe de Lie abélien compact, il existe un groupe abélien fini I et
k € N tels que G ~ Tk x T.

Démonstration :
® La suite exacte 0 = Gp — G — G/Gy — 0 se scinde donc G ~ Gy x G/Gy.
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}* x Z!) ~ R¥ x T'. O

Théoreme

Si G est un groupe de Lie abélien compact, il existe un groupe abélien fini I et
k € N tels que G ~ Tk x T.

Démonstration :

® La suite exacte 0 = Gp — G — G/Gy — 0 se scinde donc G ~ Gy x G/Gy.
® Gy est abélien compact connexe donc Gy ~ T* pour un k € N.
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Le cas G abélien

Si G est un groupe de Lie abélien connexe, il existe k,| € N tels que G ~ R¥ x T'.

Théoréme J

Démonstration :
® G abélien = exp est un morphisme de groupes.
® (exp(g)) = G = exp est surjectif.
® exp est un difféomorphisme local = ker(exp) C g est discret.
En identifiant g ~ R" et ker(exp) ~ {0} x Z/, on obtient
G ~ g/ ker(exp) ~ R"/({0}* x Z!) ~ R¥ x T'. O

Théoreme

Si G est un groupe de Lie abélien compact, il existe un groupe abélien fini I et
k € N tels que G ~ Tk x T.

Démonstration :
® La suite exacte 0 = Gp — G — G/Gy — 0 se scinde donc G ~ Gy x G/Gy.
® Gy est abélien compact connexe donc Gy ~ T* pour un k € N.
® Gy est ouvert dans G donc G/ Gy est compact discret donc fini. O
23 aofit 2025
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que h = {X € g | Vt € R, exp¢(tX) € H}.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que h = {X € g | Vt € R, exp¢(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que h = {X € g | Vt € R, exp(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que ) = {X € g | Vt € R, exp(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse.

Démonstration :
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que ) = {X € g | Vt € R, exp(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse. J

Démonstration :

® Gr(f)={(g,h) € G x H| f(g) = h} est un sous-groupe fermé de G x H.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que ) = {X € g | Vt € R, exp(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse.

Démonstration :

® Gr(f)={(g,h) € G x H| f(g) = h} est un sous-groupe fermé de G x H.
® Gr(f) est isomorphe a G via 7¢ : (g,f(g)) — &.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que ) = {X € g | Vt € R, exp(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse.

Démonstration :
® Gr(f)={(g,h) € G x H| f(g) = h} est un sous-groupe fermé de G x H.
® Gr(f) est isomorphe a G via 7¢ : (g,f(g)) — &.
® Ona f:7rHo7rgl.
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Sous-groupe fermé

Théoreme

Un sous-groupe (abstrait) H C G est une sous-variété plongée si et seulement si
H est fermé dans G.

On montre au passage que h = {X € g | Vt € R, exps(tX) € H}.
On en tire deux corollaires :

Corollaire

Sif: G — H est un morphisme continu, il est lisse. J

Démonstration :

® Gr(f)={(g,h) € G x H| f(g) = h} est un sous-groupe fermé de G x H.
® Gr(f) est isomorphe a G via 7¢ : (g,f(g)) — &.
® Ona f:7rHo7rgl.

Corollaire

Un groupe topologique admet au plus une structure de groupe de Lie. J
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parameétre.
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parameétre.
Intérét :
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parameétre.
Intérét : correspondance sous-groupes analytiques <+ sous-algébre de Lie.
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parametre.
Intérét : correspondance sous-groupes analytiques <+ sous-algébre de Lie.
Théoreme

L’application H — Te(h) C g est une bijection entre les sous-groupes analytiques
de G et les sous-algébres de Lie de g.
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parametre.
Intérét : correspondance sous-groupes analytiques <+ sous-algébre de Lie.
Théoreme

L’application H — Te(h) C g est une bijection entre les sous-groupes analytiques
de G et les sous-algébres de Lie de g.

Démonstration :
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Sous-groupe analytique

Les sous-groupes fermés sont insuffisants : enroulement d’une droite sur le tore.
Définition

Un sous-groupe (abstrait) H C G est un sous-groupe analytique de G si H est un
groupe de Lie connexe et + : H — G est une immersion.

Par exemple : tout sous-groupe a un parametre.
Intérét : correspondance sous-groupes analytiques <+ sous-algébre de Lie.
Théoreme

L’application H — Te(h) C g est une bijection entre les sous-groupes analytiques
de G et les sous-algébres de Lie de g.

Démonstration : Si h C g une sous-algebre de Lie, H = (exps(h)). O
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne | sur G vérifie les conditions suivantes :
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne | sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne | sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,

o Vf € C(G).Vhe G, /G f(hg)du(g) = /G F(g)du(g).
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoreme

Il existe une unique mesure borélienne | sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,
» Vfec()vhe 6, | fihe)iule) = | Fedinte)

On a de plus
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoreme

Il existe une unique mesure borélienne . sur G vérifie les conditions suivantes :
* w(G) =1,
» Vfec()vhe 6, | fihe)iule) = | Fedinte)

On a de plus

e vf € C(G),Yhe G, /G f(gh)du(g) = /G F(&)du(g),
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne . sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,

o Vf € C(G).Vhe G, /G f(hg)du(g) = /G F(g)du(g).
On a de plus

e vf € C(G),Yhe G, /G f(gh)du(g) = /G F(&)du(g),

e Vf e C(G), /G flg~Hdu(g) = /G f(g)du(e),
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne . sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,

o Vf € C(G).Vhe G, /G f(hg)du(g) = /G F(g)du(g).
On a de plus

e vf € C(G),Yhe G, /G f(gh)du(g) = /G F(&)du(g),
. vf € C(6), /G Fe")du(g) = /G (&)du(g).

o Vf € C(G),Vp € Aut(G), /G f o p(g)dp(g) = /G (&)dp(g).
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoréeme

Il existe une unique mesure borélienne . sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,

o Vf € C(G).Vhe G, /G f(hg)du(g) = /G F(g)du(g).
On a de plus

e vf € C(G),Yhe G, /G f(gh)du(g) = /G F(&)du(g),
. vf € C(6), /G Fe")du(g) = /G (&)du(g).

o Vf € C(G),Vp € Aut(G), /G f o p(g)dp(g) = /G (&)dp(g).

— Moyenner pour obtenir de I'invariance.
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Mesure invariante

On fixe G un groupe de Lie compact.

Théoreme

Il existe une unique mesure borélienne . sur G vérifie les conditions suivantes :
° uw(G)=1,
» Vfec()vhe 6, | fihe)iule) = | Fedinte)

On a de plus

e vf € C(G),Yhe G, /G f(gh)du(g) = /G F(g)du(g),
. vf € C(6), /G Fe")du(g) = /G (&)du(g).

o Vf € C(G),Vp € Aut(G), /G f o p(g)dp(g) = /G (&)dp(g).

— Moyenner pour obtenir de I'invariance. — Représentation réguliere sur L2(G).
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.

iV = 12(6): (~(F)e) () = | F)e(xy)ax = Frly).
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.

iV = 12(6): (~(F)e) () = | F)e(xy)ax = Frly).

Proposition
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.

iV = 12(6): (~(F)e) () = | F)e(xy)ax = Frly).

Proposition
o Ix(OI < IIfll;y-
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.

iV = 12(6): (~(F)e) () = | F)e(xy)ax = Frly).

Proposition
o Ix(OI < IIfll;y-
o ()" =n(f*) od £*(x) = f(x71).
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Notations et rappels

G : groupe compact (V, ) : représentation unitaire de G

Pour f € LY(G) : n(f) :== /G f(x)m(x)dx.

iV = 12(6): (~(F)e) () = | F)e(xy)ax = Frly).

Proposition
o IO < IIfll;-
o ()" =n(f*) od £*(x) = f(x71).
* w(f)r(g) = 7(f *g).
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Compleéte réductibilité
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Complete réductibilité

Théoréme

Toute représentation de dimension finie (V,7) de G admet un produit scalaire
G-invariant :

Vge G,Vx,yeV, (gx,gy)=(xy)
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Complete réductibilité

Théoréme

Toute représentation de dimension finie (V,7) de G admet un produit scalaire
G-invariant :

Vge G,Vx,yeV, (gx,gy)=(xy)

Démonstration :
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Complete réductibilité

Théoréme

Toute représentation de dimension finie (V, ) de G admet un produit scalaire
G-invariant :

Vge G,Vx,yeV, (gx,gy)=(xy)

Démonstration : On moyenne un produit scalaire B: V x V — C :

(x,y) = /G B(gx,gy)dg.
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Complete réductibilité

Théoréme

Toute représentation de dimension finie (V, ) de G admet un produit scalaire
G-invariant :

Vge G,Vx,yeV, (gx,gy)=(xy)

Démonstration : On moyenne un produit scalaire B: V x V — C :

(x,y) = /G B(gx,gy)dg.

Toute représentation de dimension finie est équivalente a une représentation
unitaire.
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Complete réductibilité

Théoréme

Toute représentation de dimension finie (V, ) de G admet un produit scalaire
G-invariant :

Vge G,Vx,yeV, (gx,gy)=(xy)

Démonstration : On moyenne un produit scalaire B: V x V — C :

(x,y) = /G B(gx,gy)dg.

Toute représentation de dimension finie est équivalente a une représentation
unitaire.

Corollaire

Toute représentation de dimension finie de G est complétement réductible.

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Caractéres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

C

G
g Tr(n(g)) -

(o N —
On définit le caractére de V par yy : .
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

C

On définit le caractere de V par yy : Tr(n(g)) *

G —
g

Proposition
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

C

On définit le caractere de V par yy : Tr(n(g)) *

G —
g
Proposition

e xv € C=(G,C) C L2(G).
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

C

On définit le caractere de V par yy : : Tr(n(g)) *

G
8
Proposition

* xv € C*(G,C) C L*(G).

° SiV~W, xv=xw.
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

C

On définit le caractere de V par yy : : Tr(n(g)) *

G
8
Proposition

* xv € C*(G,C) C L*(G).

° SiV~W, xv=xw.

® v est une fonction centrale.
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

- G — C
On définit le caractere de V par ; .
! PATXVE ¢ o Tr(n(g))
Proposition
* yv € C=(G,C) C L*(G).
e SiV~W, XV = XW-
® v est une fonction centrale.

® Xvew = Xv tXw, Xvew = XVXW, Xvr=Xy =XV =XV
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

On définit le caractere de V par yy : : : Tr(f(g)) .
Proposition

* xy € C®(G,C) C L(G).

e SiV~W, xv=xw.

® v est une fonction centrale.

® Xvew =XVt Xw, Xvew = XVXW, XV* =Xy =XV =XV-
xv(e) =dy.
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

e R G — C
On définit le caractere de V par yy : g = Tr(r(g))
Proposition
* xy € C®(G,C) C L(G).
e SiV~W, xv=xw.
® v est une fonction centrale.
® Xvew =XV FXw, XVew = XVXW, Xv: =Xy =XV =XV.
° yv(e) =dy.
Si V., W sont irréductibles non-équivalentes :
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

e R G — C
On définit le caractere de V par yy : g = Tr(r(g))
Proposition
* xy € C®(G,C) C L(G).
e SiV~W, xv=xw.
® v est une fonction centrale.
® Xvew =XV FXw, XVew = XVXW, Xv: =Xy =XV =XV.
° yv(e) =dy.
Si V., W sont irréductibles non-équivalentes :

® Xv =Xy-
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

o R G — C
On définit le caractere de V par yy : g = Tr(r(g))
Proposition
* xy € C®(G,C) C L(G).
e SiV~W, xv=xw.
® v est une fonction centrale.
® Xvew = Xv tXW, Xvew = XVXW, Xvr=Xy =XV = XV-
° yv(e) =dy.
Si V., W sont irréductibles non-équivalentes :
® Xv=Xy-
® xv*xw =0.
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Caracteres

(V,m) : représentation de dimension finie de G.

o R G — C
On définit le caractere de V par yy : g = Tr(r(g))
Proposition
* xy € C®(G,C) C L(G).
e SiV~W, xv=xw.
® v est une fonction centrale.
® Xvew = Xv tXW, Xvew = XVXW, Xvr=Xy =XV = XV-
° yv(e) =dy.
Si V., W sont irréductibles non-équivalentes :
® Xv=Xy-
® xv*xw =0.
® xv*xv =dvxv.
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
® (xv,xw) =dimHomg(V, W).
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoréme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).
® SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { (1) :'n\o/n: w,
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoréme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).
® SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { (1) :'n\o/n: w,

e VW = xv=xw.
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme

® (xv,xw) = dimHomg(V, W).

® SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { (1) :'n\o/n: w,
¢ VW = xv=xw

® V est irréductible <= (xv,xv) = 1.
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).
® SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { (1) :'n\o/n: w,

VoW <= xv=xw

V est irréductible <= (xv,xv) = 1.

Démonstration :
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).
® SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { (1) :'n\o/n: w,

VoW <= xv=xw

V est irréductible <= (xv,xv) = 1.

Démonstration :

e | 'opérateur / 7v(g)dg est un projecteur sur VC.
G
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).

1siVW,

e SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { 0 sinon

e VW = xv=xw.
® V est irréductible <— (xv,xv) = 1.

Démonstration :
e | 'opérateur / 7v(g)dg est un projecteur sur VC.
G

® OnaXvXw = Xv*@W = XHom(V,W)-
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Caracteres
(V, ) : représentation de dimension finie de G.

Théoreme
® (xv,xw) = dimHomg(V, W).

1siVW,

e SiV et W sont irréductibles, (xv,xw) = { 0 sinon

e VW = xv=xw.
® V est irréductible <— (xv,xv) = 1.

Démonstration :
e | 'opérateur / 7v(g)dg est un projecteur sur VC.
G

® OnaXvXw = Xv*@W = XHom(V,W)-
® En combinant :

(xv,xw)=Tr (/G wHom(V)W)(g)dg> = dim Hom(V, W)G.
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Fonctions représentatives
K:CouR.
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Fonctions représentatives
K: CouR.

. | R(g)f(x) = f(xg),
G agit sur C(G,K) via { L(:)f(x) _ f(gglx).
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Fonctions représentatives
K:CouR. R(a)f ;

G agit sur C(G,K) via { L((f))f((:)):_fg?z;)
Définition

f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :
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Fonctions représentatives
i (8)7(x) = (xa)
. . R(g)f(x) = f(xg
G agit sur C(G,K) via .
gt ur (610 v { (60 705
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions

équivalentes suivantes :

® f engendre un R-sous-module de dimension finie.
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Fonctions représentatives
O (8)/() = ()
. . R(g)f(x) = f(xg
G agit sur C(G,K) via .
st sr €(6.5) v { B9 =105,
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :
® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.
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Fonctions représentatives
O (8)/() = ()
. . R(g)f(x) = f(xg
G agit sur C(G,K) via .
st sr €(6.5) v { B9 =105,
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :
® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.

® f = o pour une représentation (V, ) de dimension finie de G et ¢ € V*.
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Fonctions représentatives
O Rlg)f (x) = f(xg)
. . g)f(x) = f(xg),

G agit sur C(G,K) via { L(g)f(x) = F(g~1x).
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.

® f = o pour une représentation (V, ) de dimension finie de G et ¢ € V*.
On note .7 (G, K) I'ensemble des fonctions représentatives.
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Fonctions représentatives
e Rle)f(x) = ()
. . g)f(x) = f(xg),

G agit sur C(G,K) via { L(2)F(x) = F(g—1x).
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.

® f = o pour une représentation (V, ) de dimension finie de G et ¢ € V*.
On note .7 (G, K) I'ensemble des fonctions représentatives.

Typiquement : [g — (m(g)er, ej)] € 7(G,C) pour m: G — U(n) et (&) b.o.n.
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Fonctions représentatives
e Rle)f(x) = ()
. . g)f(x) = f(xg),

G agit sur C(G,K) via { L(g)f(x) = F(g~1x).
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.

® f = o pour une représentation (V, ) de dimension finie de G et ¢ € V*.
On note .7 (G, K) I'ensemble des fonctions représentatives.

Typiquement : |g — (7(g)e;, ej)] € 7(G,C) pour m: G — U(n) et (&) b.o.n.

En considérant les sommes directes, produits tensoriels et duaux, on obtient :
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Fonctions représentatives
e Rle)f(x) = ()
. . g)f(x) = f(xg),

G agit sur C(G,K) via { L(g)f(x) = F(g~1x).
Définition
f € C(G,K) est une fonction représentative si elle vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

® f engendre un R-sous-module de dimension finie.

® f engendre un L-sous-module de dimension finie.

® f = o pour une représentation (V, ) de dimension finie de G et ¢ € V*.
On note .7 (G, K) I'ensemble des fonctions représentatives.

Typiquement : |g — (7(g)e;, ej)] € 7(G,C) pour m: G — U(n) et (&) b.o.n.
En considérant les sommes directes, produits tensoriels et duaux, on obtient :
Proposition J

7 (G,K) est une K-algébre unifére stable par conjugaison complexe.
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Relations d'orthogonalité
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Relations d'orthogonalité

Deux représentations irréductibles distinctes induisent des fonctions
représentatives orthogonales :
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Relations d'orthogonalité

Deux représentations irréductibles distinctes induisent des fonctions
représentatives orthogonales :

Théoreme

® Soient V', W des représentations irréductibles unitaires non isomorphes. Si
v,a € Vetw,5€ W, ona

| Gav)(en. wyag o
® Soit V' une représentation irréductible unitaire. Si v,w,a,3 € V, on a

/ (g, v)(gB, w)dg = di(ﬁ’ a)(v, w).
€ v
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Relations d'orthogonalité

Deux représentations irréductibles distinctes induisent des fonctions
représentatives orthogonales :

Théoreme

® Soient V', W des représentations irréductibles unitaires non isomorphes. Si
v,a € Vetw,5€ W, ona

/ T e s =
G

® Soit V' une représentation irréductible unitaire. Si v,w,a,3 € V, on a

/ (g, v)(gB, w)dg = di(,e,a)(v, w).
G \%

Démonstration : On applique le lemme de Schur a différents opérateurs.
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Théoreme de Peter-Weyl
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme
® 7(G,K) est dense dans C(G,K) et L?(G,K).
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme
® 7(G,K) est dense dans C(G,K) et L?(G,K).
® les caracteéres irréductibles engendre un sous-espace dense dans Ciass(G,K)
et une base hilbertienne de 2 _(G,K).

class
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme
® 7(G,K) est dense dans C(G,K) et L?(G,K).

® les caracteéres irréductibles engendre un sous-espace dense dans Ciass(G,K)
et une base hilbertienne de 2 _(G,K).

class
® Toute représentation unitaire irréductible de G est de dimension finie.
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme
® 7(G,K) est dense dans C(G,K) et L?(G,K).
® les caracteéres irréductibles engendre un sous-espace dense dans Ciass(G,K)
et une base hilbertienne de L2, (G,K).

® Toute représentation unitaire irréductible de G est de dimension finie.

® Toute représentation unitaire de G est complétement réductible.
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Théoreme de Peter-Weyl

Théoreme

7 (G,K) est dense dans C(G,K) et L%(G,K).
Les caractéres irréductibles engendre un sous-espace dense dans Ce1ass(G, K)
et une base hilbertienne de 2 _(G,K).

class
Toute représentation unitaire irréductible de G est de dimension finie.
Toute représentation unitaire de G est completement réductible.
Si (W, ) est une représentation unitaire et V' est irréductible de dimension

finie, dym(xv) est le projecteur orthogonal sur la composante V-isotypique
de W.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire J

Tout groupe de Lie compact est linéaire.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire. J

Démonstration :
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire. J

Démonstration : On fixe g € G\{e}.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.
Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).

Valentin Massicot Groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025



Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.

Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).

Il existe alors 1 : G — GL(n1,C) telle que m(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire
Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.

Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).

Il existe alors 1 : G — GL(n1,C) telle que m(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.

Si 1 n'est pas fidele, on réitere le raisonnement avec ker(my) :
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.

Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).

Il existe alors 1 : G — GL(n1,C) telle que m(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.

Si 1 n'est pas fidele, on réitere le raisonnement avec ker(my) :

si g2 € ker(m1)\{/n}, il existe m : G — GL(, C) telle que m2(g2) # In.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.
Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).
Il existe alors 1 : G — GL(n1,C) telle que m(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.
Si 1 n'est pas fidele, on réitere le raisonnement avec ker(my) :
si g2 € ker(m1)\{/n}, il existe m : G — GL(, C) telle que m2(g2) # In.
k

En itérant, on obtient G D F; D --- D Fx D ... avec F, = ﬂ ker(7;).
j=1
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire

Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.
Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).
Il existe alors m; : G — GL(ny,C) telle que 7(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.
Si 1 n'est pas fidele, on réitere le raisonnement avec ker(my) :
si g € ker(m)\{/,}, il existe mp : G — GL(ny, C) telle que ma(g2) # In.
k

En itérant, on obtient G D F; D --- D Fy D ... avec F, = ﬂ ker(7;).
Jj=1

Fi11 est un sous-groupe fermé de F, donc la suite est finie.
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Conséquence du théoreme de Peter-Weyl

Corollaire
Tout groupe de Lie compact est linéaire.

Démonstration : On fixe g € G\{e}.
Par densité, il existe f € .7 (G, C) telle que f(g1) # f(In).
Il existe alors 1 : G — GL(n1,C) telle que m(g1) # I, et kerm C G est un
sous-groupe fermé stricte.
Si 1 n'est pas fidele, on réitere le raisonnement avec ker(my) :
si g € ker(m)\{/,}, il existe mp : G — GL(ny, C) telle que ma(g2) # In.
k

En itérant, on obtient G D F; D --- D Fy D ... avec F, = m ker(7;).
j=1

Fi11 est un sous-groupe fermé de F, donc la suite est finie.
m
La représentation @ﬂ',’ est alors fidele et comme G est compact, c'est un

i=
isomorphisme de groupes de Lie.
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