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Approche pour les représentations des groupes compacts

G : compact connexe g : algebre de Lie de G.

g est unitarisable pour G donc g réductive : g = 3(g) @ gss (avec gss = [9, 9])-
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Approche pour les représentations des groupes compacts

G : compact connexe g : algebre de Lie de G.

g est unitarisable pour G donc g réductive : g = 3(g) @ gss (avec gss = [9, 9])-

Représentation irréductible de G — Représentation irréductible de g
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Approche pour les représentations des groupes compacts

G : compact connexe g : algebre de Lie de G.

g est unitarisable pour G donc g réductive : g = 3(g) @ gss (avec gss = [9, 9])-

Représentation irréductible de G — Représentation irréductible de g
— Représentation irréductible de ggs

— Représentation irréductible de gss ® C

gss ® C est semi-simple complexe donc on connait ses représentations.
But :

® |Interpréter une sous-algébre de Cartan au niveau de G.
® |ntégrer les représentations de g.
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Tores maximaux et sous-algebres de Cartan

G : compact connexe g : algebre de Lie de G
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Tores maximaux et sous-algebres de Cartan

G : compact connexe g : algebre de Lie de G

On peut supposer G C U(n) et g C u(n) donc gc :=g®C ~ g ig C gl,(C).
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Tores maximaux et sous-algebres de Cartan

G : compact connexe g : algebre de Lie de G
On peut supposer G C U(n) et g C u(n) donc gc :=g®C ~ g ig C gl,(C).
Définition

Un sous-groupe immergé T C G est un tore maximal si T est connexe abélien et
maximal pour |'inclusion.
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G : compact connexe g : algebre de Lie de G
On peut supposer G C U(n) et g C u(n) donc gc :=g®C ~ g ig C gl,(C).
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Un sous-groupe immergé T C G est un tore maximal si T est connexe abélien et
maximal pour |'inclusion.

T est alors fermé donc T ~ T¢, ¢ € N*.
Correspondance sous-algébre / sous-groupes :

T C G est un tore maximal <= t C g est abélienne maximale.

Proposition J

Si T C G est un tore maximal, tc = t+ it est une sous-algébre de Cartan de gc.
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Tores maximaux et sous-algebres de Cartan

G : compact connexe g : algebre de Lie de G
On peut supposer G C U(n) et g C u(n) donc gc :=g®C ~ g ig C gl,(C).
Définition

Un sous-groupe immergé T C G est un tore maximal si T est connexe abélien et
maximal pour |'inclusion.

T est alors fermé donc T ~ T¢, ¢ € N*.
Correspondance sous-algébre / sous-groupes :

T C G est un tore maximal <= t C g est abélienne maximale.

Proposition J

Si T C G est un tore maximal, tc = t+ it est une sous-algébre de Cartan de gc.

Démonstration : t est abélienne maximale et co-ad-diagonalisable donc t¢ aussi.
O
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Exemples de tores maximaux

® Si G =U(n), T = {diag(e™,...,e) | 6; € R}.
® Si G =SU(n), T = {diag(e™,...,e) | ;i €R,0; +--- +6,=0}.
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Exemples de tores maximaux

® Si G =U(n), T = {diag(e™,...,e) | 6; € R}.
® Si G =SU(n), T = {diag(e™,...,e) | ;i €R,0; +--- +6,=0}.
® Si G =S0(2n), T = {diag(Rs,,...,Re,) | 0 € R}

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Exemples de tores maximaux

Si G:U( , T = {diag(e’,...,e%) | 0; € R}.

o =SU(n), T = {diag(e’®,...,e) [ 6; e R,01 +---+ 0, =0}.
o =S0(2n), T = {diag(Rs,, ..., Re,) | 6; € R}
[ ]

=S0(2n+1), T = {diag(Ry,,..., Re,, 1) | 6; € R}.
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Exemples de tores maximaux

Si G:U( , T = {diag(e’,...,e%) | 0; € R}.

. =SU(n), T = {diag(e’®,...,e) [ 6; e R,01 +---+ 0, =0}.

o =S0(2n), T = {diag(Rs,, ..., Re,) | 6; € R}

o —SO(2n+1), T = {diag(Ry,, ..., Ry, 1) | 6; € R}.
Remarques :
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Exemples de tores maximaux
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® Tout élément de G est conjugué a un élément de T.
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Remarques :

® Tout élément de G est conjugué a un élément de T.

® | 'exponentielle est surjective.
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® Si G =S0(2n), T = {diag(Rs,,...,Re,) | 0 € R}

® Si G =S0(2n+1), T = {diag(Rs,,- .-, Re,,1) | 6; € R}.

Remarques :

® Tout élément de G est conjugué a un élément de T.
® | 'exponentielle est surjective.
® || existe x € G tel que T = Zg(x).

® Tous les tores maximaux sont conjugués dans G.
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Exemples de tores maximaux

® Si G:U( , T = {diag(e’,...,e%) | 0; € R}.

o =SU(n), T = {diag(e’®,...,e) [ 6; e R,01 +---+ 0, =0}.

o =S0(2n), T = {diag(Rs,, ..., Re,) | 6; € R}

o —SO(2n-|-1), T = {diag(Ry,, ..., Ry, 1) | 6; € R}.
Remarques :

® Tout élément de G est conjugué a un élément de T.
® | 'exponentielle est surjective.

® || existe x € G tel que T = Zg(x).

® Tous les tores maximaux sont conjugués dans G.

® T est auto-centralisant.
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De semi-simple a réductif

g : réductive complexe ho : CSA de g ® : systeme de racines de g
A : base de ¢ Ry : réseau des racines Py : réseau des poids intégraux
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De semi-simple a réductif

g : réductive complexe ho : CSA de g ® : systeme de racines de g
A : base de ¢ Ry : réseau des racines Py : réseau des poids intégraux

Représentations irréductibles de g5 :

V(A) = U(gss)/Ix ol Iy = (xo (= 0), h—A(h)1 (h € ho)) ol A € P
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De semi-simple a réductif

g : réductive complexe ho : CSA de g ® : systeme de racines de g
A : base de ¢ Ry : réseau des racines Py : réseau des poids intégraux

Représentations irréductibles de ggs :
V(A) = U(gss)/ I ot Iy = (xo (ac=0), h—A(h)1 (h € ho)) ol A € Py.
On pose
h=3g dhoCyg, P={rebh"|Vaecd \NH,) €Z}, R=Vecty(P)Cbh*

en identifiant ® C 3(g)° C h*.
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De semi-simple a réductif

g : réductive complexe ho : CSA de g ® : systeme de racines de g
A : base de ¢ Ry : réseau des racines Py : réseau des poids intégraux

Représentations irréductibles de ggs :
V(A) = U(gss)/ I ot Iy = (xo (ac=0), h—A(h)1 (h € ho)) ol A € Py.
On pose
h=3@) @®hCg, P={Aebh"|Vaed AH,) €Z}, R=Vectz(®)Ch*
en identifiant ® C 3(g)° C h*.

Théoreme

Si 7 est une représentation irréductible de dimension finie de g, il existe un unique
A€ PT, tel que Tg,, = TV(\j4..) et m3(g) = )\|3(g)id. On la note aussi V()\).
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De semi-simple a réductif

g : réductive complexe ho : CSA de g ® : systeme de racines de g
A : base de ¢ Ro : réseau des racines Py : réseau des poids intégraux

Représentations irréductibles de ggs :
V(A) = U(gss)/ I ot Iy = (xo (ac=0), h—A(h)1 (h € ho)) ol A € Py.
On pose
h=3@) @®hCg, P={Aebh"|Vaed AH,) €Z}, R=Vectz(®)Ch*
en identifiant ® C 3(g)° C h*.

Théoreme

Si 7 est une représentation irréductible de dimension finie de g, il existe un unique
A€ PT, tel que Tg,, = TV(\j4..) et m3(g) = )\|3(g)id. On la note aussi V()\).

Remarque : g peut avoir beaucoup de représentations mais pas G.
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g

En tant que t-module :

g=3@eteP

acd
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g

En tant que t-module :

g=3ete@e=tePas

acd acd
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g

En tant que t-module :

=3 atePes=te Pz =00 sPa

acd acd acd
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g

En tant que t-module :

g=3@oteoPe=te P =0 Pa

acd acd acd

donc en tant que T-module :

g =120 & (P&, ol &, € T vérifie d&, = .
acd
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Poids analytiquement intégraux

go, to : algébre de Lie de G et T, t=t0RC,g:=go®C, t =tN g

En tant que t-module :

g=3@oteoPe=te P =0 Pa

acd acd acd

donc en tant que T-module :

g =120 & (P&, ol &, € T vérifie d&, = .
acd

On reconstruit Ad a partir de ad car les poids remontent a T.
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Poids analytiquement intégraux

go. to : algebre de Liede G et T, ti=tp®C, g=g®C, t' =tNgy

En tant que t-module :

g=3@oteoPe=te P =0 Pa
acd acd acd
donc en tant que T-module :
g =120 & (P&, ol &, € T vérifie d&, = .
acd
On reconstruit Ad a partir de ad car les poids remontent a T.

Cas général : identifier les poids qui remontent a T.
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.
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Définition
p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,. J

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.
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Définition
p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :
R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec
RCACP.
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :
R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec
RCACP.

Intérét : ces réseaux contiennent des informations sur G.
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :

R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec

RCACP.
Intérét : ces réseaux contiennent des informations sur G.
Par exemple :
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :

R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec

RCACP.
Intérét : ces réseaux contiennent des informations sur G.
Par exemple :

G est semi-simple <= |P/R| < 400,
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = u(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :

R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec

RCACP.
Intérét : ces réseaux contiennent des informations sur G.
Par exemple :

G est semi-simple <= |P/R| < 400,

Z(G) ~ A/R si G est semi-simple,
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Définition

p € t* est analytiquement intégral s'il existe &, € T tel que fi¢, = dE,,.

Cela équivaut a : VH € tg,exp(H) =1 = p(H) € 2inZ.

Proposition

Si p est analytiquement intégral, il est algébriquement intégral.

On a les réseaux :

R = {racines}, A = {poids an. intégraux}, P = {poids alg. intégraux}

avec
RCACP.

Intérét : ces réseaux contiennent des informations sur G.

Par exemple :

G est semi-simple <= |P/R| < 400,
Z(G) ~ A/R si G est semi-simple,

m1(G) = P/A si G est semi-simple.
P el 2



Théoreme du plus haut poids
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Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().
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Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().

On aura besoin du lemme suivant :
Lemme

Les sous-groupes Ggs et (Zg)o sont fermés dans G, commutent et vérifient

G = Gss(Zg)o-
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Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().

On aura besoin du lemme suivant :
Lemme

Les sous-groupes Ggs et (Zg)o sont fermés dans G, commutent et vérifient

G = Gss(Zg)o-

Démonstration :
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Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().

On aura besoin du lemme suivant :

Lemme
Les sous-groupes Ggs et (Zg)o sont fermés dans G, commutent et vérifient

G = Gss(Zg)o-

Démonstration :
* g=ge ®3(g) donc G = G x (Zg), avec (Zg)y ~ R donc G = Gss(Zg)o.

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025



Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().

On aura besoin du lemme suivant :
Lemme

Les sous-groupes Ggs et (Zg)o sont fermés dans G, commutent et vérifient

G = Gss(Zg)o-

Démonstration :
* g=ge ®3(g) donc G = G x (Zg), avec (Zg)y ~ R donc G = Gss(Zg)o.

® Ad(Gs) = Ad(G) est compact et Gg est semi-simple donc Gss est compact
d'ol Gy est fermé.
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Théoreme du plus haut poids

Théoreme

Soit G un groupe compact connexe et T un tore maximal et A une base du

systéme de racines associé a tc. L'ensemble des représentations irréductibles de
dimension finie de G est en bijection avec I'ensemble des poids analytiquement
intégraux dominants. Si A € A", la représentation dérivée est donnée par V().

On aura besoin du lemme suivant :
Lemme

Les sous-groupes Ggs et (Zg)o sont fermés dans G, commutent et vérifient

G = Gss(Zg)o-

Démonstration :
® g =g D3(g) donc G = Gy ¥ (Z~G)0 avec (fg)o ~ R9 donc G = Gy(Zs)o.

® Ad(Gs) = Ad(G) est compact et Gg est semi-simple donc Gss est compact
d'ol Gy est fermé.

® (Zg)o est fermé dans Zg qui est fermé dans G donc (Zg)o est fermé dans G.
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Démonstration :
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Démonstration : On considere le diagramme :

g
ldTrA
exp

V()

/! <o
T S~
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Démonstration : On considere le diagramme :

g
ldTr)\
exp

V()

/ T~
~ ~ Tr)\ b
TCG = »GDT
G =R"x GSS Gss compact
Ona ~ avec ~ o -
G=G/Z ZCZ(G)=R"x Z(Gss) CR"x T
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Démonstration : On considere le diagramme :

g
ldTr,\
exp

V()

/ LN
T o~

G=6/Z ZcZ(G)=R"x Z(Gy) CR" x T
Comme kerm = Z C R" x T C exp(tg), si x = exp(X) € ker 7 N exp(ty), on a

{G =R" x GSS {Gss compact
On a avec

1=m(x) = 7o exp(X) = exp(X)

donc \(X) € 2inZ.
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Démonstration : On considere le diagramme :

g
ldﬂ',\
exp

V()

/ LN
T o~

G=6/Z ZcZ(G)=R"x Z(G,) cR"x T
Comme kerm = Z CR" x T C exp(to), si x = exp(X) € ker w N exp(to), on a

{G =R" x GSS {@ss compact
Ona avec

1= 7(x) = 7m0 &B(X) = exp(X)
donc A(X) € 2inZ. Par Schur, 7)(x) € C*id donc
T (x)va = mx 0 &xp(X) vy = exp(dma(X))va = e*Fvy = vy

et x € kermy.
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Démonstration : On considere le diagramme :

g
ldﬂ',\
exp

V()

/ LN
T o~

G=6/Z ZcZ(G)=R"x Z(G,) cR"x T
Comme kerm = Z CR" x T C exp(to), si x = exp(X) € ker w N exp(to), on a

{G =R" x GSS {Gss compact
On a avec

1= 7(x) = 7m0 &B(X) = exp(X)
donc A(X) € 2inZ. Par Schur, 7)(x) € C*id donc
T (x)va = mx 0 &xp(X) vy = exp(dma(X))va = e*Fvy = vy

et x € kermy.
Finalement, 7 passe au quotient a G = G/Z.
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Etat de la théorie des représentations de G :
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® analyse harmonique : Peter-Weyl,
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !

Prérequis pour Borel-Weil :
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !

Prérequis pour Borel-Weil :
® complexification d'un groupe de Lie compact,
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !

Prérequis pour Borel-Weil :
® complexification d'un groupe de Lie compact,

® décomposition d'lwasawa,
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !

Prérequis pour Borel-Weil :
® complexification d'un groupe de Lie compact,
® décomposition d'lwasawa,

® structure géométrique de G/ T,
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Etat de la théorie des représentations de G :

® analyse harmonique : Peter-Weyl,
® classification : plus haut poids,

® combinatoire : formule des caractéres, de la dimension, de Freudenthal, etc.

Il nous manque une construction géométrique !

Prérequis pour Borel-Weil :
® complexification d'un groupe de Lie compact,
® décomposition d'lwasawa,
® structure géométrique de G/ T,

® représentation induite.
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Sommaire

1. Classification des représentations irréductibles

2. Dualité de Tannaka-Krein
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)

G : groupe de Lie compact linéaire.
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.
Les opérations de G induisent les applications suivantes :
A- J(G6,K) —» J(6xG,K)~7(G6,K)® 7(G,K)
' f = A(f) = (x,y) = f(xy)
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.
Les opérations de G induisent les applications suivantes :
A- J(G6,K) —» J(6xG,K)~7(G6,K)® 7(G,K)
' f = A(f) = (x,y) = f(xy)
¢, 7GK) -  F(GK)
' f = S(F) i x = f(x7h)
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, 7(GK) = 7(6xG6K)=T(6K)®I(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.

But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, 7(GK) = 7(6xG6K)=T(6K)®I(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)

Proposition

On a les relations
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, Z(GK) = 7(GxG6K)~7(6K) o T(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)

Proposition

On a les relations
(t®A)oA=(A®!L)oA,
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, 7(GK) = 7(6xG6K)=T(6K)®I(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)

Proposition

On a les relations
(t®A)oA=(A®!L)oA,

(t®e)oA=(e®L)o A=y,
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, 7(GK) = 7(6xG6K)=T(6K)®I(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)

Proposition
On a les relations
(t®A)oA=(A®!L)oA,
(t®e)oA=(e®L)o A=y,

mo(t®S)oA=mo(S®L)oA=c.
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L'algebre de Hopf .7 (G, K)
G : groupe de Lie compact linéaire.
But : reconstruire G a partir de .7 (G, R) et construire une version complexe de G.

Les opérations de G induisent les applications suivantes :

A, 7(GK) = 7(6xG6K)=T(6K)®I(GK)

f — A(f) : (x,y) — f(xy)
5. 7(GK) - 7(G,K)  7(G,K) —» K
' f = S(F)ixe fx ) T f = fle)

Proposition

On a les relations
(t®A)oA=(A®!L)oA,

(t®e)oA=(e®L)o A=y,

mo(t®S)oA=mo(S®L)oA=c.
7 (G,K) est une algébre de Hopf.

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aolit 2025




15/21

Représentations des groupes de Lie compacts



On pose Gg = {morphismes d'algebres 7 (G,K) — K}
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

G]K X GK — GK
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

G]K X GK — GK
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

Gi est un groupe avec t ™1 =toS, eg, =¢
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gk — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK
g — ilg):f"flg)’
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gk — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique
G — GK
g — i(g):f—1f(g)"

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025



On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gk — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique
G — GK
g — i(g):f—1f(g)"

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration :
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gg — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (£)
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gg — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (1) = D2 i) ()i ()
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

G]K X GK — GK
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (F) = 3 i )i (i) = D iy (i (v)
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

G]K X G]K — GK
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (F) = 3 i )i (i) = D iy (i (v)

=A(f)(xy)
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

G]K X G]K — GK
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (F) = 3 i )i (i) = D iy (i (v)

=A(f)(x,y) = f(xy)
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On pose Gg = {morphismes d'algebres .7(G,K) — K} muni de

Gk x Gg — Gk
(s,t) = st:f—=(s®t)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK

g e ig) Feofle)

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € T(G,K) :

(i) (F) = 3 i )i (i) = D iy (i (v)

= A(f)(x.y) = f(xy) — i) (F):
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On pose Gk = {morphismes d'algebres (G, K) — K} muni de

G]K X G]K — GK
(s,t) = st:f—=(sxt)(A(f))

G est un groupe avec t™1 =toS, eg, = ¢ et on a I'application canonique

G — GK
g — ilg):f"flg)’

Proposition

L'application i est un morphisme injectif.

Démonstration : D'une part, si x,y € Gk et f € (G,K) :
(i) (F) = 3 i )i (i) = D iy (i (v)
= A(F)(x,y) = f(xy) = i(xy)(f).

D’autre part, i injective <= 7(G,K) sépare les points de G.
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t(f)—>t(f)

i—+o0
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
i—+oo I—+00

GK—> K
|_)

: {(F) , f e 7(G,K).

i.e. la topologie initiale pour les Ar :
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf € 7(G,K), t(f)—>t(f)

i—+o0

Gk
t

K
t(f) "

i.e. la topologie initiale pour les Af : : fe 7(G,K).

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
I——+00 I——+o0

GK — K
|_)

i.e. la topologie initiale pour les Af : ¢ t(f)

, f e 7(G,K).

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.

On a mieux :
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
i—+oo I—+00

Gk
t

K
t(f)

i.e. la topologie initiale pour les Af : : , f e 7(G,K).

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.

On a mieux :

Théoreme
Gk est un groupe de Lie linéaire.
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
I——+00 I——+o0

GK — K
|_)

: £(F) , f e 7(G,K).

i.e. la topologie initiale pour les Ar :

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.

On a mieux :

Théoreme
Gk est un groupe de Lie linéaire.

Démonstration :
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On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
i——+oo I——+o0

GK — K
|_)

: £(F) , f e 7(G,K).

i.e. la topologie initiale pour les Ar :

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.

On a mieux :

Théoreme
Gk est un groupe de Lie linéaire.

Démonstration : Le théoreme de Peter-Weyl donne .7 (G,K) ~ K[Xj]//

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025



On munit Gk de la topologie donnée par

ti —— t < Vf e 7(G,K), t;j(f) —— t(f),
I—+00 I—+00

GK — K
|_)

: £(F) , f e 7(G,K).

i.e. la topologie initiale pour les Ar :

Proposition

Gk est un groupe topologique et i : G — Gk est continue.

On a mieux :

Théoreme
Gk est un groupe de Lie linéaire.

Démonstration : Le théoreme de Peter-Weyl donne .7 (G, K) ~ K[X;]// et on
montre que
Gk ~ V(I)={Ae M,(K) | VP el, P(A) =0}
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Cass K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire
GRr est compact.
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Cas K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire

Gr est compact.

L'application A : 7(G,R) — 7 (Gr;R)

est un morphisme d'algebres.
f —  Ar s s(f) P g
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Cas K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire

Gr est compact.

J(G,R) —  T(Gg,R)

L'application A : f P est un morphisme d'algebres.

Proposition
L’application \ : 7(G,R) — 7 (Gg,R) est un isomorphisme d’algébres.
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Cas K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire

Gr est compact.

J(G,R) —  T(Gg,R)

L'application X : f = Arises(f)

est un morphisme d'algebres.

Proposition
L’application \ : 7(G,R) — 7 (Gg,R) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration :

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aolit 2025



Cas K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire

Gr est compact.

J(G,R) —  T(Gg,R)

f P est un morphisme d'algebres.

L'application A :

Proposition
L’application \ : 7(G,R) — 7 (Gg,R) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration : Il est injectif car i : G — Gg est injective et surjectif via
Stone-Weierstrass.
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Cas K=R

En prenant r : G — O(n,R) dans le théoreme précédent, on obtient :

Corollaire

Gr est compact.

J(G,R) —  T(Gg,R)

f s Aris e s(f) est un morphisme d'algebres.

L'application A :

Proposition
L’application \ : 7(G,R) — 7 (Gg,R) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration : Il est injectif car i : G — Gg est injective et surjectif via
Stone-Weierstrass. O
En particulier, f € 7 (G, R) est constante si et seulement si f|g est constante.
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration :
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0}
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :

/GR f(x)dx = /GR fo(x)dx
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :

/GR f(x)dx = /GR fo(x)dx = /G forc (x)dx
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :

/GR f(x)dx:/GR fo(x)dx:/GfO\G(X)dX:/GﬁG(X)dX.
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :

/GR f(x)dx:/GR fo(x)dx:/GfO\G(X)dX:/GﬁG(X)dX.

Par le théoreme de Peter-Weyl :

Vf € C(Gg,R), /GR f(x)dx:/GﬁG(x)dx
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Théoreme
L'application i : G — Gg est un isomorphisme de groupes de Lie.

Démonstration : On fixe f € 7(Gg,R) et V = Gg - f = VO @& S avec

VE ~ Hom(Visiv, V) @ Viriv et S = @) Hom(Vy, V) @ Vi

TF T eriv

S = {0} donc S¢ = {0} etsi f =fo+ 11 :

/GR f(x)dx:/GR fo(x)dx:/GfO\G(X)dX:/GﬁG(X)dX.

Par le théoreme de Peter-Weyl :
Vf € C(Gg,R), / f(x)dx:/ fic(x)dx
G G

donc i(G) = Gg.
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Cas K=C

Corollaire
Gc est un groupe de Lie complexe.
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Cas K=C

Corollaire

Gc est un groupe de Lie complexe.

Démonstration :
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Cas K=C

Corollaire
Gc est un groupe de Lie complexe. J

Démonstration : Gc = V/(/) est un groupe algébrique complexe.
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Cas K=C

Corollaire

Gc est un groupe de Lie complexe.

Démonstration : Gc = V/(/) est un groupe algébrique complexe.

Gc Vérifie la propriété universelle suivante :
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Cas K=C

Corollaire

Gc est un groupe de Lie complexe.

Démonstration : Gc = V/(/) est un groupe algébrique complexe.

Gc Vérifie la propriété universelle suivante :

Proposition

Pour tout représentation r : G — GL(n, C), il existe une unique représentation
holomorphe rc : Gc — GL(n,C) telle que rc o i = r et vérifiant

re(s) = (s(ryj))y-

Valentin Massicot Représentations des groupes de Lie compacts 23 aoiit 2025



Involution de Cartan

20/21

Valentin Représentations des groupes de Lie compacts



Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) : =
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) : =

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G. J
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) :

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

rc(O(s))
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) :

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(9(s)) = (5(ry))i
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) :

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(©(s)) = (8(ry))i = (s (7))
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) :

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(8(s)) = (8(r))i = (s (77))i = *(s(ry));"
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) :

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(8(s)) = (3(ry))i = (s (77))5 = *(s(ry)); " = *re(s)~L.
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) : =

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(8(s)) = (3(ry))i = (s (77))5 = *(s(ry)); " = *re(s)~L.

En identifiant Gc 3 reGe, on a ©(A) = ‘A ' et G = Ge NU(n).
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) : =

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(8(s)) = (3(ry))i = (s (77))5 = *(s(ry)); " = *re(s)~L.

En identifiant Gc 3 reGe, on a ©(A) = ‘A ' et G = Ge NU(n).

_ .8 = g
On pose § = dO : A s _tA-
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Involution de Cartan

Pour s € G¢, on pose O(s) : =

Lemme
Le sous-groupe G}, = {s € G¢ | ©(s) = s} C G¢ est isomorphe a G.

Sir:G—U(n)etse Gg,ona

re(8(s)) = (3(ry))i = (s (77))5 = *(s(ry)); " = *re(s)~L.

En identifiant Gc 3 reGe, on a ©(A) = ‘A ' et G = Ge NU(n).
5. 8 & g

On pose § = dO : A o _tA

Proposition

0 est un automorphisme d’algébre de Lie involutif et induit la décomposition

g=toit~txC.
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

Quelques exemples :
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G

Quelques exemples :
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :

Gc
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :

Ge | GL(n,C) SL(n,C)
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :

Ge | GL(n,C) SL(n,C) C*
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :

Gc | GL(n,C) SL(n,C) C* SO(n,C)
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Théoreme (Décomposition polaire)

Si A= UH est la décomposition polaire de A € Gc € GL(n,C) alors U,H € G¢.
De plus, I'application
G x Lie(G) — Gg
(U,H)  —  Ue

est un difféomorphisme.

G U(n) SU(n) T SO(n,R) Sp(n,H)

Quelques exemples :

Ge | GL(n,C) SL(n,C) C* SO(n,C) Sp(2n,C)
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