Conjugaison dans un groupe,
exemples de sous-groupes distingués

Legon 103 et de groupes quotients, applications.

1 Conjugaison dans un groupe
1.1 Action par conjugaison
On fixe G un groupe.

Définition 1 (PER p.15).

GxG — G

L’action de G sur lui-méme par conjugaison est (9.,h) — ghg~' "

Définition 2 (PER p.9). On note Int(G) I'image du morphisme associé a ’action par
conjugaison. Ses éléments sont appelés automorphismes intérieurs de G.

Définition 3 (PER p.15). L’orbite de g € G pour cette action est la classe de conju-
gaison C, = {zgz~! | z € G}.

Le stabilisateur de g € G pour cette action est le centralisateur Ng(g) = {z € G | zg =
gx}.

Proposition 4 (PER p.15). Si G est fini, le cardinal d’une classe de conjugaison divise

|G-

Exemple 5. z € Z(G) <— C, ={z} < Ng(z)=G.

Si G n’a qu'une classe de conjugaison, G = {eg}.

Si G est fini et n’a que deux classes de conjugaisons, G est cyclique d’ordre 2.
Si G est de cardinal fini n et a n classes de conjugaisons, G est abélien.

Proposition 6 (PER p.16). Le centre d’un p-groupe n’est jamais trivial.

1.2 Conjugaison dans les groupes classiques
Cas G =6, :
Lemme 7 (SZP p.265). Soit 0 € &,,. On a o(i1,...,i,)0 = (0(i1),...,0(ir)).

Définition 8 (SZP p.265). Soit 0 € &,,. Si 0 = 01---0, est la décomposition en
produit de cycles & supports disjoints de o (en comptant les "cycles de longueur 1") avec
Loy) = = L(or) (U((i1,...,1s)) = 8), on appelle type de o la suite £(o1) = -+ = £(o}).

Théoréme 9 (SZP p.265). Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles
ont méme type.

Corollaire 10 (SZP p.267). Sin > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 2,,.
Cas G =D, :

Proposition 11. Les classes de conjugaison de D,, sont :

1. Sin € 2N* : {id}, {r™/2}, {s,7%s,...,72" 25}, {rs,...,r>""Ls}, {r" r="} pour
n
1<hg - —1.
2
n—1
2

2. Sin€2N+1:{id}, {s,rs,..., 7" Ls}, {r", v~ "} pour 1 < h <

Cas d’un corps fini :

Lemme 12 (Développement 1, SZP p.773). Pour tout n € N*, ona X" —1 = Hd‘n Dy.
En particulier, ®,, € Z[X].

Lemme 13 (Développement 1, SZP p.773). Sin,d € N* et ¢ >2,¢* —1|¢" -1 =
d|n.

Si d divise n strictement, on a ®,,(q) |

Théoréme 14 (Développement 1, SZP p.773). Tout corps gauche fini est commutatif.

1.3 Conjugaison en géométrie

Principe 15. Si G est un groupe de transformations géométriques et si g,h € G, h et
ghg~! ont la méme nature géométrique et les caractéristiques géométriques de ghg™!
sont les caractéristiques géométriques de h translatées par g.

Soit E un espace affine euclidien.
Proposition 16 (SZP p.388). Si@ € E et g € GA(E), ona gotzog ' = tja.

Proposition 17. Soit ¢ € GA(E).

1. Soit s une réflexion d’hyperplan H. posop~!

est une réflexion d’hyperplan ¢(H).

1

2. Soit r une rotation de centre O et d’angle 8 (ici, dimE = 2). porop~" est la

rotation de centre p(O) et d’angle 6.

1

3. Soit r une rotation d’axe D (ici, dim E' = 3). poro@~" est une rotation d’axe D.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 18 (SZP p.297-298). Soit u € GL(E)\{idg} fixant un hyperplan.
1. u est une transvection <= wu n’est pas diagonalisable <= detu = 1.
2. w est une dilatation <= u est diagonalisable (sa valeur propre A # 1 est appelée
son rapport) <= detu # 1.
Proposition 19 (SZP p.300).
1. Toutes les transvections sont conjuguées dans GL(E).
2. Sin > 3, elles sont conjuguées dans SL(E).

Proposition 20 (SZP p.298). Deux dilatations sont conjuguées dans GL(E) si et seule-
ment si elles ont le méme rapport A.



2 Sous-groupes distingués

On fixe un groupe G et un sous-groupe H de G.

Définition 21 (ESC p.405). On définit les relations d’équivalents ~g et ~¢ sur G par
Vg1,92 € G, g1 ~g g2 <= 3h € Hg1 = g2h,
V91,92 € G, g1 ~a g2 < 3h € Hg = hgs

et on pose G/H et H\G les ensembles quotients respectifs.

Proposition 22 (ESC p.406). L’application g — ¢g~! de G induit une bijection entre
G/H et H\G.
Dans le cas ol ces ensembles sont finis, on note |G : H| leur cardinal commun.

Théoréme 23 (de Lagrange, ESC p.405). Si G est fini, on a |G| = |G : H||H]|.

Définition 24 (PER p.11). On dit que H est distingué dans G (noté H < G) s’il est
stable par Int(G). De maniére équivalente, H est distingué dans G si pour tout g € G,
gH = Hg.

Exemple 25 (PER p.12). On a toujours {eg}, G <G.
Si G est abélien, tout sous-groupe de G est distingué. La réciproque est fausse : Hg.
Si E est un espace affine, le groupe des translations est distingué dans GA(F).

Proposition 26 (PER p.11). Si f : G — G est un morphisme de groupes, on a
ker(f) < G.

Exemple 27 (PER p.12). On a 2, <&, et SL(E) <« GL(E).
Proposition 28 (PER p.12). Le centre Z(G) de G est distingué dans G.
Proposition 29. Si |G : H| =2 alors H«G.

Exemple 30 (SZP p.391). On a A, 1 &,,.
Si E est un espace affine euclidien alors O (E) est distingué dans O(FE).

Théoréme 31 (SZP p.243). Soient H, K deux sous-groupes de G tels que
HNK={eg}, G=HK, H K«G.
OnaG~HXxK.

Application 32. Si E est un espace affine euclidien et X C E, Is(X) ~ Is™(X) x Z/27Z
dés que Is™ (X) # 0.

Application 33 (Lemme Chinois, PER p.21). Soient G et H deux groupes cycliques
d’ordre p et ¢ respectivement. Si p A ¢ =1 alors G X H est cyclique d’ordre pgq.

Application 34 (SZP p.244). Si |G| = p? avec p € P alors G est cyclique ou le produit
de deux groupes cycliques d’ordre p.

Définition 35 (PER p.12). G est simple si G # {eg} et si G n’admet pas de sous-
groupes distingués autres que {eg} et G.

Théoréme 36 (PER p.12). Un groupe abélien est simple si et seulement s’il est cyclique
d’ordre premier.

Théoréme 37 (PER p.12). Sin =3 oun > 5, 2, est simple.

3 Groupes quotients

Théoréme 38 (SZP p.228). Soit H < G. 1l existe une unique structure de groupe sur
G/H tel que la projection canonique soit un morphisme de groupe. Pour g,¢' € G, on
a alors (gH)(g'H) = (g9¢')H et (gH) ! = g 'H. G/H est le groupe quotient de G par
H.

Corollaire 39 (SZP p.229). On a H <G si et seulement si il existe un morphisme de
groupes f : G — G’ tel que H = ker(f).

Théoréme 40 (de correspondance, SZP p.231). La surjection canonique 7 : G — G/H
induit une bijection entre les sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) de G/H et
les sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) de G' contenant H.

Théoréme 41 (de factorisation, SZP p.229). Soit f : G — G’ un morphisme de groupes
et soit N C G un sous-groupe distingué vérifiant N C ker(f). Notons 7 : G — G/N
Papplication canonique. Il existe un unique morphisme f : G/N — G’ vérifiant f = for.

G
\
T G’
5
G/N

Théoréme 42 (d’isomorphisme, SZP p.232).

1. Soit f : G — G’ un morphisme de groupe. f induit un isomorphisme de groupes
G/ ker(f) ~ Im(f).
2. Si H<G et K C G sont des sous-groupes de G, ona K N H <K et

K/HNK ~ KH/H.
3. Si K<H«G alors H/K «G/K et on a

G/K
]J/7K — G/H.
Exemple 43. On a GL,(R)/SL, (R) ~ R*.
On a GA(E)/{Translations} ~ GL(E).
On a G/Z(G) ~ Int(G).
On a SO(2) ~ R/277Z.

4 Applications
4.1 Théoréme de Dixon

Lemme 44 (CAL p.305). Si G/Z(G) est cyclique alors G est abélien.

Application 45 (CAL p.305). Soit G un groupe fini de cardinal n non abélien et soit
p la probabilité que deux éléments de G, tirés uniformément commutent. Alors on a



1. p<

)

x> oolut

2. p= 7 ol k est le nombre de classes de conjugaisons dans G,

3. p:%pourG:Hg.

4.2 Groupe dérivé
Définition 46 (PER p.13). On définit D(G) = (zyz~ 'y~ 12,y € G).

Proposition 47 (PER p.13). D(G) est le plus petit (pour linclusion) sous-groupe
distingué de G induisant un quotient abélien.

Exemple 48 (PER p.13). D(G) = {eg} <= G est abélien.
D(65) = As

D(Hy) = {1,-1}

Si G est simple et non abélien alors D(G) = G.

D(GL,(K) = SL,,(K) sauf sin =2 et K =Fy

D(SL,,(K) = SL,,(K) sauf si n = 2 et K € {F3,F5}.

4.3 Théorémes de Sylow
On fixe G un groupe fini d’ordre p®m avec p € P, a € Net mAp=1.

Définition 49 (PER, p.18). Un p-Sylow de G est un sous-groupe de G d’ordre p®.

Exemple 50 (PER, p.18). Sip € P et n > 1, le sous-groupes des matrices triangulaires
supérieures strictes est un p-Sylow de GL,, (Fp).

Lemme 51 (PER, p.19). Si H C G et si G admet un p-Sylow S, il existe g € G tel que
gSg~' N H soit un p-Sylow de H.

Théoréme 52 (PER, p.18-19).
1. G admet un p-Sylow.
2. Tous les p-Sylow de G sont conjugués.

3. Sin, désigne le nombre de p-Sylow de G, on a n, € m et n, =1 (mod p).
Corollaire 53 (PER, p.19). Soit S un p-Sylow de G. Ona S<G < n, = 1.

Application 54. Si |G| =pg™ avecm > 1, p,q € P et p < q alors G n’est pas simple.
Si |G| = pgr avec p, q,r € P tous distincts, G n’est pas simple.

Application 55 (Développement 2). As est le seul groupe simple d’ordre 60.

4.4 Produit semi-direct

Définition 56 (PER, p.22). Soient N et H deux groupes et ¢ : H — Aut(N) un
morphisme de groupes. Le produit semi direct de N par H relativement a ¢ est le
produit cartésien N x H muni de la loi

(n7 h) (’I”L/, h/) = (TL(,D(h) (n/)v hhl)‘

On le note N %, H.

Théoréme 57 (PER, p.22). Avec les notations précédentes,
1. G = N x, H est un groupe.

2. N'=Nx{eg}et H ={en} x H sont des sous-groupes de G isomorphes & N et
H.

3. N'«G.

4. G=N'H'.

5. N'nH' ={eg}.

6. L’action de H sur N correspond, dans G, a la conjugaison par H sur N.

Exemple 58 (PER, p.23). Un produit semi-direct est un produit direct si et seulement
si l’action est trivial.

Théoréme 59 (Critére de dévissage, PER, p22). Soit G un groupe possédant deux
sous-groupes H, N vérifiant

N<G, G=NH, NNH=/e}
Alors, G ~ N x H ou l'action est la conjugaison.

Exemple 60 (PER, p.23-24). Sio = (12) € 6,,0ona &, ~ 2, x (o).
Le groupe diédral D,, est un produit semi-direct.
Hg n’est pas un produit semi-direct.

Lemme 61 (PER, p.24). Sip € P, on a Aut (Z/pZ) ~ (Z/pZ)" ~7Z/(p — 1)Z.
Application 62 (PER, p.27). Soit G de cardinal pgq avec p,q € P et p < gq.

1. Sipfq—1, G ~7Z/pqZ.

2. Sip|qg—1alors G~ Z/pgZ ot G ~ Z/qZ x Z/pZ et la classe d’isomorphie ne
dépend pas de l'action (non triviale).
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Théoreme de Wedderburn

Développement 1

Preuve du Lemme [T2]:
Soit n € N*. L’ordre d’une racine n-ieme de 'unité étant un diviseur de n, on a

n=1{2z€C"|z"=1}
:|_|{z€(C*|o(z):d}
d|n

:UU;
d|n

et donc

I
—
—
b

En particulier, si d divise strictement n et si ¢ > 2, on a

qi—l =T 2@ = 2u(0) [T ®(a)

k|n k|n
kyd kyd
k#n
qn -1
donc @n(q) | ﬁ

Preuve du Lemme [T3] :
Soient n,d € N* et ¢ > 1 tels que ¢ — 1 | ¢" — 1. On pose la division euclidienne
n =dq+r de n par d. On a

qd 1 | qdq+r 1 (qd _ 1) _ qdq+r _ qd _ qd(qd(q—1)+r _ 1)

et comme ¢? A ¢® — 1 = 1, le lemme de Gauss nous donne ¢¢ — 1 | qa=D+r _ 1 En
itérant, on trouve ¢ — 1| ¢" — 1 mais 0 < r < d et ¢ > 2 donc r = 0, c’est-a-dire d | n.

Preuve du Théoréme [14] :

Soit K un corps fini. On consideére I'action par conjugaison de K* sur lui-méme. Remar-
quons que le centre Z(K) de K est un sous-corps commutatif de K. Ainsi, si ¢ = |Z(K)|,
il existe n € N tel que |K| = ¢". De méme, si g € K, Cx(g9) = {h € K| gh = hg} est un
sous-corps de K contenant Z(K) donc il existe n, € N tel que |Ck(g)| = ¢%. De plus, si
g € K*, on a Ng«(g) = Ck(g)*.

Raisonnons par ’absurde et supposons que K*\Z(K)*. Si R est un systéme de repré-
sentants des orbites non ponctuelles, I’équation au classes donne alors

"—1=) [K*: Ng(g)|

geER

do1+ > KT Ne(g)|

gER geER
g€ Z(K)" 9¢Z(K)*

D Dt

gER
9¢Z(K)"

Dans la derniere somme, ng est un diviseur strict de n pour tout g d’apres le Lemme
[13 et donc ®,,(¢) divise cette méme somme. De plus, ®,,(q) | ¢" — 1 donc ®,,(q) | ¢ — 1.
Or, on a

. (q) = | [ (¢—2)
zeUy
= I] la—=|
z€Uy,
> 1 la =1z
zeUy
=[] @-1
z€Uy,
zq—1

car 1 ¢ U} étant donné que n > 2 et car ¢ > 2. On aboutit donc & une absurdité et on
en conclut que K* = Z(K)*, donc que K est commutatif.



: )
Développement 2 Groupe simple d’ordre 60

Unicité :
Soit G un groupe simple d’ordre 60. On va montrer que G agit non trivialement sur un
ensemble a 5 éléments. Nous allons raisonner par I’absurde en supposant I’hypothese

(H) : G n’admet pas de sous-groupe strict d’indice < 5.

Pour p € P, notons E,(G) l'ensemble des p-Sylow de G et n, le cardinal de E,(G).
L’action de G sur ses 2-Sylow étant transitive, no est 'indice d’un stabilisateur, donc
d’un sous-groupe de G. Comme |G| = 60 = 22-3-5, on a ny | 15 donc ny € {1,3,5,15}
mais par (H), on ne peut avoir que ny € {1,15}. G étant simple, on ne peut pas avoir
no = 1 d’ou ny = 15.

Comptons maintenant le nombre d’éléments présents dans ces 2-Sylow. Soient S et S
deux 2-Sylow distincts de G. Si g € S1 N Sy. Considérons le centralisateur Ng(g) de g

dans G. On a
o(Ng(g)) > 4 car Ng(g) D S1U S,

4| o(Na(g)) car Na(g) C St
0o(N¢g(g)) | 60 car Ng(g) C G.

Ainsi, on a o(Ng(g)) € {12,20,60} mais (H) implique que o(Ng(g)) # 12,20 donc
0o(Ng(g)) = 60 et g € Z(G) = {eg} (car G simple d’ordre non premier). Ainsi, on a
S1 NSy = {eg}.

G contient donc 3 - 15 = 45 éléments d’ordre 2 ou 4.

Comptons maintenant les éléments d’ordre 5 de G. Onans | 12 et ny =1 (mod 5) donc
ns € {1,6} et une fois de plus, G est simple donc n5 # 1 ce qui implique que n5 = 6.
Les 5-Sylow de G étant de cardinal premier 5, deux 5-Sylow distincts s’intersectent
trivialement et G posseéde 4 - 6 = 24 éléments d’ordre 5.

On a donc montré que G possede au moins 45 + 24 = 69 éléments, ce qui est absurde
puisque |G| = 60. On en conclut que ’hypothése (H) est erronée.

Soit K C G un sous-groupe strict d’indice inférieur ou égal a 5.

Si |G : H| = 5, laction (transitive donc non-triviale) de G sur G/H fournit un mor-
phisme G — &5. Ce morphisme étant non-trivial et G étant simple, il est injectif et
G s’identifie & sous-groupe d’indice 2 de S5. Par unicité, de ce dernier, on obtient un
isomorphisme entre G et As.

Si |G : H| < 4, le méme raisonnement implique que G est isomorphe & un sous-groupe
de &g.u|, ce qui est absurde puisque

Existence : Montrons que 25 est simple. Le groupe 25 contient :
e 1 neutre,
e 20 3-cycles,
e 24 5-cycles,

e 15 bitranspositions.

Soit H <5 différent de {id}. Si H contient un 3-cycle, il les contient tous et comme ils
engendrent s, on a H = As.

Supposons que H ne contienne pas de 3-cycle. Supposons de plus que H contienne un
5-cycle. Les 5-Sylow de 25 étant de cardinal 5, ils sont engendrés par les 5-cycles. Or,
s agit transitivement sur ses 5-Sylow donc H contient tous les 5-Sylow de %5 et donc
tous les 5-cycles de 5. Puisque 25 f |25|, H contient également une bitransposition
(i7)(kl). On a alors

(i) (kD) (klijm) = (mlj) € H,

ce qui est absurde.

Ainsi, H ne peut pas contenir de 5-cycle et il ne contient que des bitranspositions.
Pour tout ¢ € H, on a donc g2 = id et donc H est un 2-groupe. Il est méme de
cardinal 2 ou 4 d’apres le théoreme de Lagrange. Si H était de cardinal 2, il contiendrait
un élément non nul et central dans 2A5 ce qui est absurde donc H est de cardinal
4. H est donc un 2-Sylow distingué de A5 mais ce dernier admet plusieurs 2-Sylow :
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} et {id, (23)(45), (24)(35), (25)(35)} par exemple, donc
H ne peut pas étre distingué, ce qui est absurde.

Ainsi, le seul cas possible est le cas H = 205 et donc 25 est simple.

Les 6 minutes :

— La conjugaison est une action d’'un groupe sur lui-méme.

— Calcul direct de classes de conjugaison.

— Interprétation géométrique.

— Sous-groupe distingué pour structure de groupe sur le quotient.
— Utilité des quotients pour la classification.

— Caractérisation interne des produits directs, exemple en géométrie et en arithmé-
tique.

— Les groupes simples sont des briques élémentaires.

— Théoremes de Sylow, produits semi-directs et application a la classification.
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