Applications différentiables
définies sur un ouvert de R",

L 21 . .
egon 215 exemples et applications.

EF,G désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie.

En dimension finie, la topologie normique est indépendante de la norme donc les normes
sur E, F,G sont quelconques. De plus, toute application linéaire est automatiquement
continue.

L’espace L(E, F') est muni de la norme subordonnée.

On fixe un ouvert Q C Eet f: Q — F.

1 Différentiabilité
1.1 Propriétés élémentaires

Proposition 1. Si f: I — R, et a € R, f est dérivable en a si et seulement si f admet
un DL d’ordre 1 en a :

f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(x — a), au voisinage de a.

Définition 2 (POM p.261). f est différentiable en a € € si et seulement si il existe
L € L(E,F) telle que

f(z) = f(a) + L(x — a) + o(x — a), au voisinage de a.

f est différentiable sur ) si f est différentiable en a pour tout a € €.

Remarque 3. g(z) = o(z) signifie ici que que ——— —— 0

g(x)
]| =0

Proposition 4 (POM p.261). Si f est différentiable en a, L est unique, appelée diffé-
rentielle de f en a et notée d, f.

Proposition 5 (POM p.262). f différentiable en a = f continue en a.

Définition 6 (POM p.262). Si f est différentiable sur Q, on posedf : @ — L(E, F),a —
dof la différentielle de f. Si de plus df est continue, on dit que f est de classe C' sur
Q (noté f € CHQ)).
Exemple 7 (POM p.262-263).
e Si f: R — R, f est différentiable en a <= f est dérivable en a et alors
daf(h) = hf'(a).
e Si f est constante, f est C! et d,f = Or(e,F) Pour tout a € 2.
e Si f est linéaire, f est C! et d,f = f pour tout a € €.
e Si f: ExF — G est bilinéaire, f est C* et on a di, ) f(h, k) = f(a, k) + f(h,b)
pour tous (a,b), (h,k) € E x F.
e Si E=M,(R), Q=GL,(R) et f(M)=M"1, daf(H)=-A"THA™! pour tout
A € GL,(R) et tout H € M, (R).

Proposition 8 (POM p.262). Si f, g sont différentiables en a alors pour tout A € R,
f + Ag est différentiable en a et dg(Af + ¢) = Adof + dag-

Théoréme 9 (POM p.264). Soient Q2 C E, Q' C Fouverts, f: Q — F,g € Q' — G avec
f(2) C &, f différentiable en a et g différentiable en f(a). Alors go f est différentiable

en a et dq(f og) = dga)f odag.
Application 10. Une norme n’est pas différentiable en 0p.

Proposition 11 (POM p.). Si f: Q = R, g: Q — R sont différentiables en a alors fg
est différentiable en a et do(fg) = f(a)dag + g(a)daf.

1.2 1Inégalité des accroissements finis

Théoréme 12 (ROU p.104). Supposons f différentiable et fixons a,b € Q tels que
[a,b] C Q. S'il existe k € Ry tel que [|dy f|| (5 ) < k pour tout z € [a,b], on a

1F(0) = F(@)llp < Kl[b = all -

Corollaire 13 (ROU p.105). Supposons f est différentiable.

e Si 2 est convexe et s'il existe k € Ry tel que ||dy fl|p ) < k pour tout z € Q2
alors f est k-lipschitzienne sur Q.

e Si Q) est connexe et d, f = Op(p,F) pour tout x € 2 alors f est constante.

Application 14.
e Théoréme 22

o Si f est C! alors f est localement lipschitzienne.

1.3 Espaces produits

On suppose premiérement que F' = Fy x---x F, ou Fy, ..., F, sont des espaces vectoriels
normés. F' est donc muni de la structure d’espace vectoriel produit. On pose donc

f:(fla"‘vfn)'

Théoréme 15 (POM p.267). f est différentiable en a € 2 si et seulement si fi,..., f,
le sont et on a alors d, f = (da f1,-..,dafn)-
En particulier, f est C! si et seulement si f,..., f, le sont.

On suppose maintenant que £ = F1 x---x E, ou E1,..., E, sont des espaces vectoriels
normés. E est donc muni de la structure d’espace vectoriel produit.

Théoréme 16 (POM p.267). Si f est différentiable en a = (aq,...,a,) € E alors pour

est
— f(al,...,ai_l,x,ai+1,...,an)

tout i € [1,n], Papplication partielle f; :

différentiable en a; et on a dof = » _ da, f;

i=1



1.4 Dérivées partielles

Définition 17 (GOU p.324). Sia € Q et v € E, on appelle dérivée directionnelle de f
en a selon le vecteur v la quantité, si elle existe

Lof(e) = i K1) = S0

Proposition 18. Si f est différentiable en a, f admet des dérivées directionnelles en a
selon tout vecteur et on a

Lof(v) =d,f(v), YveE.

Remarque 19. Il ne suffit pas d’admettre des dérivées directionnelles selon tout vec-
2

teur pour étre différentiable : f(z,y) = Y iz £ 0, f(0,y) = 0 admet des dérivées
x

directionnelles selon tout vecteur en (0,0) mais n’est pas continue en (0,0).

Jusqu’a la fin de cette sous-partie, on suppose que E = R™ que 'on munit de sa base

canonique (eq,...,ey,).

Définition 20. Fixons i € [1,n] et a € 2. On dit que f admet une dérivée partielle en
a d’indice 7 si f admet une dérivée directionnelle en a selon e;. On note alors 8%(“) la
quantité L, f(e;).

Proposition 21 (GOU p.325). Si f est différentiable en a = (ay,...,a,) € R alors f
admet des dérivées partielles en a et on a ;—i(a) = d f(ex) pour tout k € [1,n].
On a de plus la formule

R heE.
Z a%ka, Vh €

Théoréme 22 (GOU p.325). Si toutes les dérivées partielles de f existent au voisinage
de a et sont continues en a alors f est différentiable en a.

Corollaire 23. f € C1(Q) si et seulement si les dérivées partielles de f existent et sont
continues sur 2.

Application 24 (GOU p.332-333). L’application det : M,,(R) — Rest C! et da det(H) =

Tr(Com(A)T H).

Théoréme 25 (GOU p.327). Si f est différentiable en a € Q, la matrice de d, f dans
la base canonique est donnée par

ofi )
Jof = .
/ (8%( ) 1<4,5<n

On l'appelle matrice jacobienne de f en a. Son déterminant est appelé jacobien de f en
a.

Application 26 (GOU p.327). La formule d,(go f) = dgqygodaf se réécrit Jo(go f) =
Jf(a)gJaf et en identifiant les coefficients on trouve

agz afk
8x] Z 895]( @)

Application 27. Si ¢ : U — V est un C'-difféomorphisme entre deux ouverts de R,
pour toute fonction intégrable f : V — C, on a

/f(a:)dz1~~dxn:/fogp(a:)\det((]acx(f)ﬂdxl~~-d;1:n.
v U

2 Différentielle seconde

On munit 'espace B(E?, F') des applications bilinéaires de E? vers F' de la norme

1b(z,y)l = sup  |[b(z, y)| p-

lzll g=lyll g=1
Théoréme 28 (POM p.273). Les applications

L(E,L(E,F)) — B(E?,F) - B(E2,F)
f = @y e @] T b

sont des isomorphismes isométriques.

. —~ L(E,L(E,F))
’ = ()

[ — b(z, )]

Définition 29 (POM p.273). f est deux fois différentiable en a € Q si f est différentiable
au voisinage de a et si df : @ — d,. f est différentiable en a. On pose d2 f := d,(df).

f est deux fois différentiable sur 2 si f est deux fois différentiable en a pour tout a € €.
Si de plus a + d2 f est continue, on dit que f est C? sur (.

Si f est deux fois différentiable en a € €, on identifie d2 f avec 'application bilinéaire

(h, k) = d3f(h, k) :== da(df)(R) (k).

Proposition 30 (POM p.274). Une combinaison linéaire d’application deux fois diffé-
rentiable l'est aussi. Si f est deux fois différentiable en a et si g est deux fois différentiable
en f(a) alors g o f est deux fois différentiable en a.

On se place maintenant dans le cas ot £ = R™ muni de sa base canonique (e, ..., ey,).

Définition 31. On définit les dérivées partielles de f par

0°f _ 0 (of *f _ o (of L
Oxf Oz (8%) © Oxi0z; Oy (8173‘) visiFisn

Proposition 32 (POM p.274). f est C? sur Q alors f admet des dérivées partielles
secondes continues sur {2 et on a alors

n an
A2 fh k) = § hik; —— QO Vh, ke R".
af( 9 ) J@xiaxj(a)’ V(le 7v ) €

ij=1

Théoréme 33 (POM p.275). f est C? sur €2 si et seulement si f admet des dérivées
partielles secondes continues sur 2.

Théoréme 34 (Schwarz, POM p.276). Si f est de classe C? sur Q alors pour tout
a € Q, d2 f est une forme bilinéaire symétrique. En particulier, on a
0*f B 0’ f
8@-835]» - a$jal‘i,

VI<i#j<n



Application 35 (Développement 1, ROU p.307). Si X, H € M,,(C), on a

d
dx exp(H —eXZ akf—l H)

M,(C) — M,,(C)

ou ady : N s MN— NM

Théoréme 36 (Formule de Taylor, POM p.277). Si f est C? au voisinage de a alors

Fla+h) = fla) +daf(R) + / (1= 1)2d2, £ (h, Bt

et

Flath) = Fla) +daf(h) + 502 (1) +o (1))

3 Applications
3.1 Recherche d’extrema
Définition 37 (POM p.297). On dit que a € Q est un point critique de f si d,f = 0.

Théoréme 38 (POM p.297). Si f est différentiable et si a € € est un extremum local
pour f alors a est un point critique de f.

Remarque 39 (POM p.298). La réciproque est fausse : f(z) = 23, f/(0) = 0.
Théoréme 40 (POM p.298). Supposons f de classe C2.

(i) Si f admet un minimum local en a € 2 alors d2 f est positive.

(ii) Si f admet un maximum local en a € € alors d2 f est négative.
Réciproquement, si a est un point critique de f alors :

(i) Si d2f est définie positive, f admet un minimum local en a.

(ii) Si d2f est définie négative, f admet un maximum local en a.

3.2 Fonctions harmoniques

Définition 41. Si f : Q) — R est de classe C?, on appelle laplacien de f I'application
définie par
n 82f
Af = —
=2

Si Af =0, on dit que f est harmonique.

Théoréme 42 (Développement 2, ROU p.324). f est harmonique sur (2 si et seulement
si f vérifie la propriété de la moyenne.

3.3 Fonctions holomorphes

Soit 2 C C un ouvert et f : & — C. On pose F : (x,y) — (P(x,y),Q(z,y)) ou
flz +iy) = P(z,y) +iQ(z, y)

h) —
Définition 43 (POM p.353). On dit que f est holomorphe en a € Q si hn%] w
h—
existe.

On dit que f est holomorphe sur € si f est holomorphe en a pour tout a € €.

Théoréme 44 (Cauchy-Riemann, POM p.353). f est holomorphe en z = x + iy si et
seulement si F' est différentiable en (x,y) et

oP oQ oP oQ
87(3:,21) 8y( 'Y, ay( Y) = ax(x,y)-

Corollaire 45 (POM p.353). Si f est holomorphe et de classe C? sur Q, f est harmo-
nique sur 2.

Définition 46 (ROU p.66). Si F est différentiable en (z,y) et si d(,,,)F' est inversible,
F est conforme en (z,y) si F préserve les angles orientés en (x,y).

Théoréme 47 (ROU p.66). Si F est différentiable en (z,y) et si d(, ,)F est inversible,
f est holomorphe en x + iy si et seulement si F' est conforme en (z,y).
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s . , :
Développement 1 Différentielle de I'exponentielle

On se place dans un espace normé E de dimension finie. Fixons H € F et A € L(E).
Considérons les problemes de Cauchy

{ fr(t) = Af(t) { g'(t) = H
f(0)=H g(0)=0

ou f et g sont des fonctions de R dans F.

Remarquons que les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire (coefficients
constants) s’appliquent et donc que des solutions maximales existent et sont uniques.
Résolvons la premiere équation différentielle. On a

[l=Af <= e —eMAf=0
— (ef) =0
= e = f(0)
— f=¢"H.
Pour la deuxiéme équation différentielle, on cherche & primitiver ¢ — e!4 H en intégrant
terme & terme la série entiere définissant e,

tk+1

Ainsi, on remarque que I'application ¢ — Z mAk H est une solution de la
k>0 :

deuxieme équation différentielle. Par unicité, c’est la solution maximale recherchée.
(2) Pour X € M,,(R), on définit ady = [H +— XH — HX] € L(M,(R)). Si H € M,(R),
la fonction f(t) = e!AHe ™t vérifie d'une part

fl(t) — AetAHe—tA _ etAHAe—tA
= Ae! He 4 — et He 14 A
=adaf(t)
et d’autre part
f(0) =€ He 4 = H,

c’est-a-dire
{ f'(t) = adaf(t)
f(0) =H.
D’apres @, on a donc f = ef2da [,
@ Soient A, H € M,,(R). On a

d
daexp(H) = du, 7OeA+“H.

Intéressons nous a g : t — 8u|7lzoe*tAet(A+“H ). L’application exponentielle étant de

classe C?, le théoréme de Schwarz donne
g/(t) = Ot 8U|u=0€7tA€t(A+UH)
= 8u‘u:08t6_tAet(A+“H)
= Quju—o (_Ae—tAet(A+uH) e A4 uH)et(A-‘ruH))

_ 8u‘u:0u€7tAHet(A+uH)

= e MM HM,

Ainsi, @ donne / .
g'(t) =e "4 H.

La solution obtenue en @ pour la deuxiéme équation différentielle nous garantit alors
que
+oo tk-i—l x
t) = —— (—ad H.
0= |3 gy

En particulier, pour t = 1, on trouve

+oo 1
k=0
Or, par définition de g, on a
g(l) _ aU‘u:0€7A€A+UH

= e_AaU;‘u:OeAJrUH

= e Ady exp(H)
d’otul finalement

(—adA)kH.

+oo
1
H)y=e*>
dAeXp< ) € i (k+1)!



La propriété de la moyenne

Développement 2 implique I'harmonicité

On admet la formule d’intégration

z|)dx = h not
[ sz =c [~ st

valable pour toute fonction f : R™ — C telle que f(||.]|) soit intégrable, ot C est une
constante universelle ne dépendant que de n.
Pour r > 0, on notera V,,(r) le volume des boules de rayons r.

@ Montrons que pour toute matrice A € M, (R), on a

2
/ xT Az de = rVa(r) Tr(A).
B(0,r) n+2

Les membres de droite et de gauche étant linéaires en A et nuls si A est antisymétrique,
on peut supposer que A est symétrique.

Par le théoréme spectral, il existe une matrice P € O,(R) et A1,..., A\, € R tels que
A = PTdiag(\1,...,\,)P. On a alors par changement de variable y = Pz.

/ 2T Az dx = / xTPTdiag()\l, ooy Ap)Pxda
B(0,r) B(0,r)
. / (Pz)Tdiag(\, . .., \)(Pa) da
B(0,r)

= / deiag()\l, s Ay dy
B(0,r)
=Y n [t
k=1 B(0,r)

Par changement de variable permutant les variables, les intégrales | B(0.r) y,% dy sont
toutes égales et on a de plus, d’apres la formule admise

n
2 2
n yrdy = / yi dy
/;(0,7") B(0,r) ;
2
=Anmnmmmmw

“+o0
=C P o4 (p)dp
0
B ,rn+2
n+2
. T Cr™ 7'2 3
Ainsi, on a ' Axdr = Tr(A). Or, la formule admise pour f = 1,
B(0,r) n n+2
donne O
Valr) = =

n

/ 2 Axde =V, (r)——
B(0,r) n

@ Montrons que si f est de classe C? au voisinage d’un point a € R" alors
2

Mf(a,r) = f(a) + 5

mAf(a) + o(r?).

D’apres la formule de Taylor, on a
1
flath) = f(a) +daf(h) + 5di f(h, h) + R(h)

ot R(h) = o(||h||*) quand h — 0. Ainsi, on a

1 1 1,
M) = g /B o fa = /B o TS TR ()

Or, d, f est linéaire donc le changement de variable k = —h donne

/ dof(h)dh =0
B(0,r)

et la formule @ donne

2
/ 2 f(hmydh = 0 A pa),
B(0,r) n—+ 2
Enfin, si e > 0 est fixé, il existe § > 0 tel que ||h]| < = |R(h)| < ¢||h]|* donc pour
r<4,ona
/ R(h)dh| < / er?dh =V, (r)er?
B(0,r) B(0,r)
d’ott
1 / 2 2
— A2 f(h,h)dh| < er
Va(r) B(0,r) ¢
et
1

A /B o d2f(h,h)dh = o(r?)

Ainsi, on a bien

7'2

mAf(a) + 0(T2)~

Mf(a,7) = f(a) +

@ Supposons que f vérifie la propriété de la moyenne. D’apres @, pour tout a € Q,

Af(@) = 252D 502) — o(1).
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