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INTRODUCTION

Introduction

Ce mémoire a pour but de présenter une généralisation de la notion de groupe via des algebres d’opérateurs.
La nécessité de cette généralisation provient du probléme de la généralisation au cas non-abélien de la dua-
lité de Pontryagin. Rappelons rapidement son énoncé. Etant donné un groupe topologique abélien localement
compact G, il est possible de construire son groupe dual G = Hom(G, T) ou T désigne le cercle unité du plan
complexe. Ce groupe est alors abélien et il devient un groupe topologique localement compact grace a la topo-
logie compacte-ouverte. Il estAdonc possible de réitérer la construction et on obtient alors le groupe topologique

abélien localement compact G2 Hom(Hom(G, T), T). L’application canonique

~
~

G

ev . -
= eve = [y = x(x)]

G
X
est alors un isomorphisme de groupes topologiques : c’est le théoreme de dualité de Pontryagin. La commutativité
du groupe G est ici primordiale : méme dans le cas ou G est discretﬂ le résultat tel qu’énoncé est faux en général.
En effet, il est bien connu que deés lors que n > 2, Hom(S,,, T) est réduit au morphisme trivial et & la signature.
Ainsi, la correspondance G — Hom(G, T) n’est pas injective si on inclut les groupes non abéliens mais ce n’est
pas le seul probléme, le dual ne sépare plus toujours les points si le groupe n’est pas abélien.

Pendant longtemps, le probleme a donc été de trouver une catégorie plus grande que celle des groupes qui
puisse contenir les groupes topologiques raisonnablesﬂ ainsi qu’un dual généralisé. De nombreuses tentatives
ont vu le jour durant le 20eme siecle, T. Tannaka démontra en 1938 comment retrouver un groupe compact
via ses représentations irréductibles puis W.F. Stinespring démontra en 1959 comment retrouver un groupe
localement compact unimodulaire via la structure d’algebre de Hopf de son algebre de von Neumann. En 1961,
G.I. Kac introduisit une structure appelée ring group. G.I. Kac démontra que cette catégorie contient celle des
groupes localement compacts unimodulaires et admet une dualité mais qu’elle contient également des objets ne
correspondant pas & des groupes. Cette structure a été peaufinée jusqu’en 1973 par M. Takesaki, L. Vainerman,
G.I. Kac, M. Enock et J.-M. Schwartz pour qu’elle contienne tous les groupes localement compacts. Cette
structure est maintenant appelée algebre de Kac. En 1987, S.L. Woronowicz construisit un objet trés semblable
a une algebre de Kac mais qui ne vérifie pas tous les axiomes nécessaires. Il a donc fallu trouver une structure
encore plus générale contenant a la fois les algebres de Kac et ’exemple de S.L. Woronowicz. En 1992, S.L.
Woronowicz donna la définition d’un groupe quantique compact pour lesquels il démontra 1’existence et 1'unicité
d’un analogue & la mesure de Haar. Apres plusieurs tentatives, c’est S. Vaes et J. Kustermans qui trouverent
une bonne définition pour les groupes quantiques localement compacts, c’est cette théorie qui nous intéressera
dans ce mémoire.

La théorie des groupes quantiques localement compacts de S.Vaes et J.Kustermans, tout comme la théorie
des algebres de Kac, est une approche faisant appel aux C*-algebres et aux algébres de von Neumann. Nous
rappelons briévement leurs définitions et leurs propriétés principales dans annexe [A]

La structure de ce mémoire sera la suivante :

e La Section [l portera sur la définition au sens des algebres de von Neumann d’un groupe quantique
localement compact au sens de S. Vaes et J. Kustermans.

e Dans la Section [2] nous verrons comment construire des groupes quantiques localement compacts von
Neumann a 'aide d’un groupe localement compact a base dénombrable.

e Nous verrons dans la Section [3]comment il est possible de définir le dual d’un groupe quantique localement
compact et en quoi cette construction prolonge la dualité de Pontryagin.

e La Section [4] portera sur analogue des actions de groupes pour les groupes quantiques localement com-
pacts.

e Finalement, nous étudierons dans la Section 5] une méthode pour construire des groupes quantiques loca-
lement compacts qui ne viennent pas de groupes localement compacts.

Nous suivrons principalement les travaux [], [5], [9], [I] de S. Vaes, J. Kustermans, S. Baaj et L. Vainerman et
renvoyons aux livres [6] et [7] de M. Takesaki pour la théorie générale des algebres d’opérateurs.

1. Ce qui correspond au cas ou le caractére topologique est laissé de coté.
2. Généralement localement compacts et & base dénombrable.



1 LA STRUCTURE DE GROUPE QUANTIQUE

1 La structure de groupe quantique localement compact

1.1 La traduction groupe-bigébre

La théorie des groupes quantiques localement compacts étant une théorie basée sur les algebres d’opérateurs,
nous allons tenter de reformuler les axiomes définissant un groupe topologique localement compact. Nous fixons,
pour toute cette partie, un groupe topologique localement compact G. Nous renvoyons & 1’Annexe [B] pour les
résultats de base sur les groupes topologiques localement compacts et la mesure de Haar.

Le groupe G est caractérisé par les axiomes suivants :

(MA) G est muni d’'une multiplication m : G X G — G associative.
(EN) G admet un élément neutre e pour la loi m.
(EI)  Tout élément de G admet un inverse pour la loi m.

(LC) G est un espace topologique localement compact et ses opérations sont continues.

L’axiome (LC) pourrait nous donner envie de remplacer G par I'algebre de fonctions Cy(G) qui, on le sait,
est 'exemple type d'une C*-algebre. Ce choix est tout a fait pertinent mais la théorie des groupes quantiques
qui en résulte est, bien que parfaitement équivalente a celle que nous allons étudier, moins élégante et plus
technique dans plusieurs aspects. L’axiome (LC) servant principalement & assurer ’existence d’une mesure de
Haar sur G, il est également raisonnable de remplacer G par I’algebre L* (G, ,u)E| (que nous noterons simplement
L*(G)) ou u est une mesure de Haar sur GEI Ce choix peut également étre rassuré par la réciproque partielle
au théoreme de Haar due & André Weilﬂ L’axiome (MA) est alors facile a traduire au niveau de L®(G) : on
dispose d’une application
L®(G) — L®(G xG)

o= [y = fan]

La bonne définition de A provient directement de 'invariance des mesures de Haar. En effet, si f : G — C

A

est mesurable et nulle presque partout, on a / |f(xy)|du(y) = / [f(»)|du(y) = 0 pour tout x € G. Ainsi, en

G G
supposant que G est o-fini pour utiliser le théoreme de Fubini, on a

/G Al ) = /G /G £ Gy ldu()du(o)

- /G 0du(x)

=0

d’ott A(f) = 0 presque partout, ce qui implique que A passe au quotient a L*(G).
L’associativité de m implique alors que A vérifie le diagramme ci-dessous exprimant I’égalité (A ® t)A = (t® A)A
ou ¢ désigne I'application identité en une variable.

L®(G) A > L2(G % G)
A At
L¥(G X G) ———— L™(GXG xG)

L’axiome (LC) a motivé notre choix d’utiliser L*(G) mais nous ne I’avons pas totalement exploité. Les mesures
de Haar a gauche et a droite y et v sur G nous fournissent également les deux applications

L®(G)* — Ry L*(G)* — R,
e [y e [

définies sur L*(G)* = {f € L*(G) | f = 0}. L’invariance des mesures de Haar se traduit facilement en deux
relations entre ¢,y et A :

(t®)A=¢lg

Weo)A=ylg
Il ne nous reste plus qu’a traduire les axiomes (EE) et (EI). Il serait tentant de direEl, que l'on dispose de deux

1. Qui est cette fois 'exemple type d’une algébre de von Neumann.

2. Les mesures de Haar a droite et & gauche étant absolument continue 1'une par rapport a l'autre, le choix de la mesure de
Haar n’influe pas ’ensemble L*(G).

3. Voir [3] page 275.

4. C’est d’ailleurs 'approche utilisée dans les algebres de Hopf.
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applications
S L®(G) — L*(G) ot . L*(G) — C
I A E N (Ca ) = fle).
vérifiant les diagrammes
L®(G xG)
A &
L%(G) ¢ > L*(G)
A /
L*(G xG)
L*(GxG) —25 3 1°(G xG)
A \4
L*(G) & > L*(G)
A v
(o) (e8]
L*(G xG) —ser L*(G xG)

L®(GxG) — L*(G)
F — [x— F(x,x)] ~
Deux problémes apparaissent alors E| :

ou V désigne I’application

(i) L’application & n’est pas bien définie dés que G n’est pas discret car dans ce cas, les mesures de Haar sont
sans atome et 1’évaluation en un point n’a pas de sens pour des classes d’équivalences.

(ii) L’application V n’est pas non plus bien définie en général car {(x,x) | x € G} peut-étre de mesure nulle.

Il est donc difficile de donner un sens précis a la counité et par conséquent, de traduire I’axiome (EN) au niveau
de L*(G). Remarquons cependant que I'application S se comporte trés bien : ¢’est une isométrie de L*(G) qui
commute avec I'involution (la conjugaison complexe) et elle vérifie S? = ¢. L’antimultiplicativité de 1'inversion
dans G implique également que S est un anticomorphisme dans le sens ot on a AS = o (S®S)A ot o est ’échange
des variables sur L*(G X G) :
L®(GxG) — L®(G xG)
F = [(ay) = F(y,x)] -

Nous verrons qu’il est tout de méme possible de donner un sens a l'inversion de G au niveau des groupes
quantiques et ce, sans donner un sens a ’élément neutre. C’est ce que nous appellerons 'antipode. Cependant,
contrairement au cas de l'inversion d’'un groupe, ’antipode sera en général un opérateur non borné densément
défini. Cette restriction est motivée par la construction d’une déformation de SU(2) par Woronowicz dans [10]
dans laquelle ’analogue a 'inversion du groupe est un opérateur non borné densément défini. L’antipode nous
servira notamment & faire un choix canonique pour ¢ a partir de ¢ en posant

lﬂéQDOR

ol R est isométrie intervenant dans la décomposition polaire de S. Cela correspond au fait que si g est une
mesure de Haar & gauche, Papplication [A — u(A™!)] est une mesure de Haar & droite.

1. C’est également le cas dans I'approche C*-algébrique.
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1.2 La définition d’un groupe quantique

La traduction des propriétés d’un groupe G a travers l'algebre L*(G) établie précédemment nous donne
une bonne idée de ce que doit étre un groupe quantique. Nous allons maintenant formaliser cette intuition en
définissant de nombreux objets.

Jusqu’a la fin de cette partie, nous désignerons pas M une algebre de von Neumann.

Une comultiplication sur une algebre de von Neumann est un *-morphisme A : M — M ®M unifere, o-faiblement
continu et rendant commutatif le diagramme de coassociativité suivant ou ¢ désigne ’application identité de M.

M—2% sMeM

M®MT)M®M®M

Le couple (M, A) est appelé bigebre de von Neumann. .
Un poids sur une algebre de von Neumann est une application ¢ : M* — R, additive et positivement
homogene. On définit alors les ensembles

M:, ={x e M*| ¢p(x) < +o0},

No={x e M| p(x"x) < +oo},
My = Vect(M3).
Il est clair que ¢ admet un unique prolongement par linéarité a M,. Ce prolongement est alors une forme
linéaire positive sur M,, et sera également noté ¢. Remarquons que par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, N, est

un idéal a gauche de M.
On dira que ¢ est

e invariant a gauchel] si p((w ® YA(x)) = w(1)¢(x) pour tout x € Mg et w € M.
e invariant a droite si ¢((¢t ® w)A(x)) = w(1)p(x) pour tout x € M7 et w € M.
e invariant si ¢ est invariant a droite et a gauche.

e normal si pour toute suite généralisée croissante bornée (x;);c; de My on a

® (Sumi) = sup (¢(x;)) .
iel iel

semi-fini si M, est o-faiblement dense dans M.

fidele si ¢(x) # 0 dés que x € M, est non nul.
e un poids n.s.f. si ¢ est normal, semi-fini et fidéle.

Le role des poids n.s.f. dans les groupes quantiques sera de remplacer la mesure de Haar des groupes localement
compacts. Remarquons que l'invariance n’est définie que vis-a-vis de M;, qui correspond donc & ’ensemble
(L*(G) N L'(G))*. L’espace L%(G) sera remplacé par la construction GNSH

Définition 1.1. Soit ¢ un poids sur une algeébre de von Neumann M. Une construction GNS pour ¢ est
un triplet (#,, Ay, my) oU

o J, est un espace de Hilbert.

o Ay : Ny — H, est une application linéaire d’image dense telle que </\(p(x)|/\¢ (y)> = p(y*x) pour tous
x,y € Ny.
o 1, est une x-représentation de M sur I, telle que my,(x)Ay(y) = Ap(xy) pour tousx € M ety € N,,.

Si (4, Ay, 1) est une construction GNS pour ¢, on dira que #,, est 'espace GNS, que A, est 'application
GNS et que 7, est la représentation GNS.

1. 11 est en fait possible de définir la notion de poids partiels en considérant la partie positive étendue de M. Notre définition de
I’invariance a gauche se réécrit alors (¢ ® ¢)(A(x)) = ¢(x)1 pour tout x € M;.
2. Nommée en '’honneur des mathématiciens Israel Gelfand, Mark Naimark et Irving Segal.
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Proposition 1.2. Tout poids sur une algébre de von Neumann admet une construction GNS.

Démonstration.

Soit ¢ un poids sur une algebre de von Neumann M. L’application (x, y) — ¢(y*x) définit une forme hermitienne
sur N,. Posons I, = {a € N, | ¢(a*a) = 0}. Le quotient N,/I, est alors un espace préhilbertien et on peut
considérer son complété Hilbertien #, ainsi que ’application canonique A, de N, dans son séparé complété.
Soit maintenant x € M. L’endomorphisme 7(x) : y — xy de N, induit un endomorphisme de N,, /1, continu pour
la norme induite par le produit hermitien. Ainsi, 7(x) se prolonge en un opérateur borné sur #,. L’application
7, ainsi obtenue est alors une *-représentation de M sur #,, et le triplet (%, Ay, 7,) est une construction GNS
pour ¢. O

Remarquons que si ¢ est un poids sur M, toute construction GNS le détermine entierement. En effet N, est
le domaine de définition de A, et si x € M*, il existe y € M tel que x = y*y et on a

px) = { ||A¢(y)||2 siyeN,

+00 sinon

Nous sommes désormais en mesure de donner une définition précise des groupes quantiques au sens des algebres
de von Neumann.

Définition 1.3. Un groupe quantique localement compact est un quadruplet (M, A, ¢,¥) constitué d’une
algébre de von Neumann M, d’une comultiplication A et de deux poids n.s.f. ¢ et ¥ avec ¢ invariant a
gauche et ¥ invariant a droite.

La normalité, la semie-finitude et la fidélité du poids nous assurent la continuité o-faible, la fidélité et la non-
dégénérescence de la représentation associée a la construction GNS du poids. Une fois un poids n.s.f. fixé, on
considérera donc que M est une algebre de von Neumann sur 'espace de Hilbert de sa construction GNS en
identifiant M et m,(M) C B(%¢)H Nous noterons parfois (M, A) pour référer a un groupe quantique, sans
mentionner les poids invariants. Cette convention est notamment justifiée par le prochain théoreme.

La différence principale avec les groupes localement compacts est que ’existence des poids de Haar est ici
un axiome et non un théoreme. Cependant, on dispose quand méme d’un théoréme d’unicité les concernant.

Théoréme 1.4. Soit (M, A, ¢,y) un groupe quantique localement compact et soit ¢’ un poids n.s.f. inva-
riant a gauche. Il existe r > 0 tel que ¢’ = re. Similairement, si Y’ est un poids n.s.f. invariant a droite, il
eziste s > 0 tel que Y’ = sir.

1.3 L’antipode d’un groupe quantique

Soit (M, A, ¢,¢) un groupe quantique localement compact. Il est possible, sans rien supposer de plus, de
construire un opérateur non borné densément défini jouant le role de I'inversion d’un groupe. Cette construction
est trés technique et nous ne la détaillerons pasﬂ L’idée principale est de la définir premierement au niveau de
I’espace de Hilbert sur lequel agit M puis de la définir sur M via sa décomposition polaire. Il est tout de méme
possible d’en énoncer une caractérisation relativement simple et de donner ses propriétés principales.

1. On dit que M est en forme standard.
2. La construction compléte est présente dans [4].
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Théoréme 1.5. Il existe un unique opérateur non borné fermé S de domaine D(S) vérifiant :
(i) Pour tous a,b € Ny, (¢ ® 1)((a* ® 1)A(D)) € D(S).
(it) Pour tous a,b € Ny, S ((¢ ® 1)((a* @ 1)A(D))) = (¥ ® 1)(A(a”) (b ® 1)).

(iii) L’ensemble C = {(z,b ® ) ((a* @ 1)A(b)) | a,b € N,/,} est un coeur pour S et la topologie o-faible au
sens suivant :

(@S [xeC) " ={(x,S(x) | x € D(S)}.

L’application S a de plus les propriétés suivantes :
(i) D(S) ainsi que S(D(S)) sont o -faiblement dense dans M.
(ii) S est injective.
(iti) Six,y € D(S) alors xy € D(S) et S(xy) = S(y)S(x).
(iv) Six € D(S) alors S(x)* € D(S) et S(S(x)*)" = x.

Bien que I’antipode soit non-bornée et donc assez compliquée a manipuler, il est possible d’en obtenir une
version qui se comporte mieux via une sorte de décomposition polaire. Elle est notée R et est appelée antipode
unitaire. Ses propriétés principales sont énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 1.6. L’application R : M — M posséde les propriétés suivantes :
(i) R est une isométrie qui commute avec l'involution.
(i) R est antimultiplicative (ce qui implique que R(1) =1).
(#ii) R est un anticomorphisme : AR = (R ® R)A.
(iv) R? = ¢.
(v) SR =RS.

Avant d’expliquer en quoi sont utiles les antipodes S et R, mentionnons que si (M, A) est un groupe quantique
localement compact, (M,A) admet de nombreux objets (opérateurs non bornés, sous-groupe a un parametre
d’automorphismes, constantes) caractérisant sa structure. Ils correspondent notamment & la fonction modulaire
ou la conjugaison complexe et proviennent des poids n.s.f. via la théorie de Tomita-Takesaki. Cette théorie étant
trés technique, nous n’en parlerons que briévement dans la Section [3] consacrée a la dualité ainsi que dans la
Section 5] C’est notamment via cette théorie qu’il est possible de construire nos applications S et R ou méme
lopérateur J dont nous aurons besoin a la Section Pour plus de précisions sur cette théorie, nous renvoyons
au livre de M. Takesaki [7].

Revenons-en aux antipodes S et R. L’antipode unitaire R nous permet notamment de faire un choix canonique
pour ¢ une fois qu'un choix pour ¢ a été fait. En effet, si x € M*, on a R(x) € M* car R est un automorphisme.
L’application @R est donc bien définie et il est clair que c’est un poids sur M. L’injectivité de R garantit que
ce poids est fidele tandis que son caractére semi-fini provient du fait que Myg = R™1(My) = R(M,) est o-
faiblement dense dans M car bijectivité et o-faible continuité de R. De plus, ¢R est normal car R étant un
x-morphisme o-faiblement continu, elle conserve 'ordre et les bornes supérieures d’ou

@R(supx;) = p(sup R(x;)) = sup ¢R(x;)
1 1 1

pour toute suite généralisée croissante bornée (x;);e; de M,.
Enfin, si x € Myr et w € M}, on a R(x) € R(Myr) = Myr et wR € M} (car R préserve l'ordre et est

* 9

o-faiblement continu) donc on peut appliquer U'invariance a gauche de ¢ & wR et on obtient

eR(x)w(1) = ¢(R(x))wR(1)
= p((wR ® YA(R(x)))
= ¢ ((wWR® )T (R® R)A(x))
= o((t® wR)(R ® R)A(x))
= p((R® w)A(x))
= e(R((t ® w)A(x)))
= eR((t ® w)A(x))

d’oll @R est invariant a droite.
Ainsi, ¢R est un poids n.s.f. invariant a droite et on peut donc faire le choix canonique ¥ = @R. Insistons tout
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de méme sur le fait que 'existence de ’antipode unitaire repose sur 'existence des deux poids invariants. On
ne peut donc pas alléger la définition de groupe quantique en n’imposant que l'existence d’un poids invariant a
gauche puis en démontrant ’existence d’un poids invariant a droite via ’antipode unitaire.

1.4 Les groupes quantiques opposé et commutant

Etant donné un groupe quantique (M, A, ¢, ), il est possible de produire deux autres groupes quantiques en
tordant légerement sa structure. La premiére construction consiste simplement a renverser la comultiplication.
En effet, en posant A°P? = oA ou o désigne la volte sur M ® M définie par

c(x®y)=y®x Vx,yeM,
il est clair que A°P est également un *-morphisme unifére o-faiblement continu et on a de plus

(A°P @ )A°P = (A ® )T A
=(c®)(A®TA
=)o) (c®)(t®A)A
= ()1 ®0)(c®)(A® A
= (t® A°P)oA
= (1t ® A°P)A°P

donc A°P est une comultiplication sur M. De plus, l'invariance a gauche et a droite de ¢ et ¥ impliquent que
¢((t® w)AP(x)) = p((t ® W)TA(x)) = ¢((w ® )A(X)) = p(x)1, Vx € M, Vw € M

U((w®1)AP(x)) = ¥ ((t @ w)oAX)) =y (Lt ® W)A(x)) =¥ (x)1, Vxe M} Vo e M/

donc ¢ est un poids invariant a droite pour (M, A°P) et ¢ est un poids invariant a gauche pour A°?. On a donc
démontré le résultat suivant.

Proposition 1.7. Si (M, A, ¢, ) est un groupe quantique, le quadruplet (M,A°P,, @) est également un
groupe quantique localement compact. On 'appelle groupe quantique opposé de (M, A, ¢, ) et on le notera
(M, A, o, )P ou (M,A)°P pour y référer.

On dira qu’un groupe quantique est cocommutatif si et seulement si A = A°P.

La deuxiéme construction, elle, consiste a remplacer I’algebre de von Neumann sous-jacente par son commu-
tantlﬂ tout en gardant la comultiplication et les poids n.s.f.. Le pont entre M et M’ est obtenu via la théorie de
Tomita-Takesaki. En effet, elle ne permet d’obtenir, a partir du poids ¢, une isométrieﬂ antilinéaire involutive
J:H — H vérifiant JMJ = M’. On peut donc poser

ANx)=(TNHAUx)JI®JT), VxeM

o (x) = (UxJ), Vxe(M)H*
v (x)=y(Ix)), Vxe (M) .

Par transport de structure, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.8. Le quadruplet (M’', N, ¢’,¥") est un groupe quantique localement compact. On l'appelle
groupe quantique commutant de (M, A, ¢, ) et on le notera (M, A, ¢, ) ou (M,A).

Nous verrons a la Section [3| que ces deux constructions sont en fait duales I'une de I'autre en un certain sens.

1. Qui est également une algébre de von Neumann.
2. L’opérateur J est appelé conjugaison modulaire.



2 GROUPES QUANTIQUES CLASSIQUES

2 Groupes quantiques associés a un groupe topologique localement
compact

Dans toute cette section, on fixe G un groupe topologique localement compact de loi notée multiplicativement
et d’élément neutre e que 'on munit d’une mesure de Haar invariante a gauche y. On supposera également ce
groupe a base dénombrable. Cette hypothése nous fournit 3 simplifications techniques :

— L2(G) est séparable.
— Nous pouvons manipuler la topologie de G via des suites et non des suites généralisées.
— G est o-compact et ’espace mesuré ainsi obtenu est donc o-fini.

Remarquons que si G vérifie ces hypotheses alors G X G muni de la topologie produit aussi. De tels exemples de
groupes sont donnés par les groupes matriciels classiques que ce soit sur R, C, H (ou méme sur n’importe quel
corps local non archimédien, commutatif ou non).

Dans la premiére partie, nous avons tenté de donner la définition d’un groupe quantique localement compact
en généralisant les structures de L*(G) offertes par G. Il y a en fait deux approches naturelles afin de construire
un groupe quantique a partir du groupe G :

e Les opérateurs de multiplication par L®(G) sur L%(G).

e Les opérateurs de translation par G sur L?(G).

Dans cette partie, nous allons étudier ces approches et démontrer deux résultats principaux :
e Ces deux approches aboutissent bien a des groupe quantique au sens des algebres de von Neumann.

e La deuxiéme approche peut également étre réalisée va les opérateurs de convolution par L'(G) sur L?(G),
c’est le Théoréme [2.91

2.1 Le groupe quantique L*(G)

On considere I'espace vectoriel L*(G) des classes d’équivalence pour 1’égalité presque partout de fonctions
mesurables essentiellement bornées que I’on munit de sa structure de C*-algebre usuelle, c’est-a-dire de la norme

du supremum essentiel et de I'involution f* = f. On lidentifiera tout au long de cette section a son image par
I’application
L*(G) —  B(L*G))
o= Impigefel
Cette identification est justifiée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1. L’application m est un *-morphisme isométrique.

Démonstration.
Il est clair que m est un *=-morphisme. Montrons que c’est une isométrie. Soit f € L*(G) non nulle. Pour tout
g€ L*(G),ona

s (9)]l, = /G | Fgl2du

< ,// 1112 1 [2du
G

= Ifllwllgll

doit [|m g, < 111l
Soit 0 < & < || flle- Il existe un borélien X C G de mesure finie (car G est o-fini) non nulle tel que

Lxf 2 1x(flle — €.

Iy 1)l = ] [ 1712
_ 2
z\/ /X (11l - £)2dp

= ([Ifllee = &)Vu(X)
= (Iflle = &) Txll2

On a alors
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d’ou ||mf||Op > || flle — € En faisant tendre & vers 0, on obtient ||mf||Op > 1 f oo

Finalement, ||mf||Op = ||fll, d’ott m est une isométrie. O

Nous allons maintenant montrer que L*(G) est une algebre de von Neumann.

Proposition 2.2. m(L®(G)) est égal d son commutant dans B(L*(G)). En particulier, m(L®(G)) est
o -faiblement fermé dans B(L?(G)).

Démonstration.

L’algebre L*(G) étant commutative, on a m(L*(G)) € m(L*(G))’. 1l suffit donc de montrer I'inclusion réci-
proque. Soit donc T € m(L*(G))’. G étant o-fini, il existe une partition (B,),en de G composée de boréliens
de mesure finie non nulle de G. Pour tout n € N, on pose T,, = T(1p,) € L?>(G). Fixons n € N. On a

]lB,,Tn = m]lB,,T(]an) = Tm]an (]IB,,) = T(]an) = Tn

donc T,, est essentiellement supportée dans B,,.
Supposons que ||yl > [|T]lop- Il existe alors un borélien X ¢ G de mesure finie non nulle tel que |T,| > [|T,

1
sur X. T,, étant supporté essentiellement sur B,, on a X C B,,. Posons g = F]IX € L(G)NL*(G). On a
n
o p(X)

2
u(X) = 1Tuglls = [T(1s,0)||, = IT@I3 < ITI3 gl < 1712, T u(X)
op

ce qui est absurde. Ainsi, pour tout n € N, on a [Tyl < [ITlop-
Considérons Tg = Z Ty. On a ||TG |l = supen ITulleo < ITllop d’0t TG € L¥(G).

n>0

Pour tous f,g € L>(G) N L*(G), on a

JEGTEDY

/ T(f)zdu
neN By

= Z /G T, fgdu

neN

- / To(f3)du
G

_ / ma ()gdu.
G

La premiere égalité est justifiée par le théoreme de convergence dominée, la deuxiéme provient de fait que T
commute avec les 1p, ainsi qu’avec f et la troisieme est due a l'intégrabilité de T fg en vertu du fait que

Tg € L®(G). L®(G) N L%(G) étant dense dans L?(G) pour la topologie normique, 1’égalité /T(f)gdp
G

mr., (f)gdu a lieu pour tous f,g € L?(G). Ainsi, pour tout f € L%(G), on a T(f) = mz, (f) dou T = mg,
G
m(L®(G)) et il suit que m(L*(G)) = L*(G). O

m

En remarquant que id 2 gy = my € m(L*(G)), on obtient le théoreme suivant.

Théoréme 2.3. Si G est un groupe topologique localement compact et a base dénombrable, L*(G) est une
algébre de von Neumann sur L%(G).

L®(G) — L*(G x G)
o= [y = fxy)]

sur I'algebre de von Neumann L*(G), il faudrait qu’elle soit a valeur dans le produit tensoriel L*(G) ® L*(G).

Ce probleme est a la fois conceptuellement assez facile et technique a résoudre : il faut montrer qu’on peut

interpréter L= (G X G) comme le produit tensoriel L*(G) ® L*(G). Nous renvoyons pour cette construction a

I’ Annexe

Le diagramme de coassociativité pour A devient alors le diagramme suivant.

On munit L*(G) de 'application A : . Pour que A soit une comultiplication
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L¥(G) ——2 3 (G xG)

LOO(GXG) T LOO(GXGXG)

Celui-ci est bien vérifié par A, il traduit P’associativité de la loi de G :

(VF € L¥(G))(Y(x,y,2) € G*), (A® )A(F)(x,y,2) = A(F)(xy,z) = F(xyz) = A(F)(x,yz) = (1 ® A)A(F)(x,y,2)

Proposition 2.4. A est un morphisme d’algébres involutives uniféres o -faiblement continu.

Démonstration.

Montrons premiérement que A est un morphisme d’algebres involutives uniféres.

(Vf.g € L (G))(Ya € C)(Y(x,y) € G?), Alaf +g)(x.y) = af(xy) +g(xy) = (@A(f) + A(g))(x.y)
(Vf,g € L(G)(V(x,y) € G?), A(fg)(x.y) = f(xy)g(xy) = A(f)A(g)(x,y)
(Vf € L¥(G))(Y(x.y) € G?), A(f)*(x.y) = f(xy) = A(f*)(x.y)
(Y(x.y) € G?), A(lg)(x.y) = Lg(xy) = 1 = Lgxc(x. y)

Montrons désormais que A est o-faiblement continue. Soit (fi)ic; € L®(G)! une suite généralisée convergeant
o-faiblement vers f € L*(G). Soient (7,)nens (€n)nen € L2(G x G)Y deux familles de carré sommable. On a

IRUCENIADEDY /G i) = ) ()& (e y) A @ ) (x. )
=> /G G(ﬁ-(x) = fEM e y)ECxly) d(u @ p) (x, y)
=2 [0 =70 [ e E G
—JG G
Pour tout n € N, le théoréme de Fubini nous assure que ’application
Wyt x = / 7 (X, X7 ) En (o0, x~Ly)dpa(y)
G

est définie presque partout. On pose alors les deux suites (¥,.1)ner, (Wn.2)new € L?(G)Y définies par

¥y
|l

Un1=VIPl et W2 =1y,20)

On a alors

Do lwnally =2, /G ' /G nn<x,x-1y>§n(x,x-1y)du(y>'du(x)

:Z/C;'/C; nn(x’Y)fn(X,y)dﬂ(y)’dﬂ(x)

< > (malligal)

< D Inallzlignll
n

< (Z ||nn||§) (Z mn%)

< 400

10
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et

Dllwnally = D7 lwnll;
= 2wl

< 400

d’ou par convergence o-faible de (f;);e; vers f

PRUCERIAIDEDY /G (fi(x) = £ () (x)du(x)

= 3 0 = £ T2 ()
= > A= Pnalwns)

— 0.
i—+00

Ainsi, A est o-faiblement continue sur L*(G). O

Pour finir la construction de notre premier groupe quantique, nous devons munir L*(G) des poids invariants.
Le cone positif de L= (G) étant précisément L*(G)* = {f € L*(G) | f > 0}, on pose

L®(G)* — R, L*®(G)* — R,
AT /G e R S /G Fdu)

Nous allons montrer en détails que ¢ est bien un poids n.s.f. mais nous ne le ferons pas pour ¢ car la preuve
est presque identiquelﬂ

L’intégrale des fonctions mesurables positives étant additive et positivement homogéne, ¢ 1'est et ¢ est donc un
poids sur L*(G). Montrons que ce poids est n.s.f..

e Si (fa)a est une suite généralisée croissante et bornée de L®(G)* et si f désigne sa borne supérieure,
(fa)a converge o-faiblement vers f. La topologie o-faible étant métrisable sur les parties bornées, il
existe une sous-suite (fy,), de (fq)e qui converge o-faiblement vers f. G étant o-compact, il existe une
suite croissante (Kj,), de compacts de G telle que |J,, K, = G. Pour tout m € N, la convergence o-faible
de (f,) implique que pour tout m € N,

lim o(fy) = lime(f,) = lim/ fndu > lim/ 1k, fudy = / 1k,, fdu.

En faisant tendre m vers l'infini, le théoreme de Beppo-Levi nous donne

tm ()2 [ = ol
Comme f > f, pour tout @, on a également
lime(fo) < ¢(f),

d’ou limg ¢(fo) = ¢(f) et donc ¢ est normal.

e Soit f € L®(G). G étant o-compact, il existe une suite croissante (K,) de compacts de G telle que
U, K. = G. Par le théoréme de convergence dominée, la suite (flg,), € (L*(G) N L'(G))" converge
fortement vers f. (flk,)n étant bornéeEL elle converge également o-fortement vers f et donc o-faiblement
aussi. Ainsi, M, = L¥(G) N L'(G) est o-faiblement dense dans L®(G) et ¢ est semi-fini.

e Si f e L®(G)* vérifie f # 0 alors il existe € > 0 et un borélien A C G de mesure non nulle tel que f > &
sur A et on a donc ¢(f) = eu(A) > 0. Par contraposée, si ¢(f) =0 alors f =0 d’ou ¢ est fidele.

1. 11 suffit d’adapter certains arguments faisant intervenir 'invariance a gauche de p.
2. Rappelons que la topologie o-forte coincide avec la topologie forte sur les ensembles bornés et idem pour les topologies
o-faible et faible.

11
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e Si &, ne (N, L%(G)) alors pour tout f € M; Iinvariance a gauche de u implique que

c(en 808N = Y, [ [ flent,(ommdueodut)

n>0

3 /G /G FOVen (VT () duy)

n>0

3 /G £u (D (x) /G FOIG)

n>0

= wen(De(f)

donc ¢ est invariant a gauche.

Théoréme 2.5. Si G est un groupe topologique localement compact da base dénombrable, (L*(G), A, ¢, )
est un groupe quantique localement compact.

La multiplication dans L*(G) correspondant & la multiplication dans C, le groupe quantique L®(G) est
toujours commutatif et comme la multiplication de L*(G) correspond & la multiplication dans G, L*(G) est
cocommutatif si et seulement si G est abélien et on a (L*(G),A)°P = (L*(G°P), A).

2.2 Le groupe quantique W*(G)

Nous allons maintenant construire un groupe quantique localement compact a partir des opérateurs de
translation par G sur L?(G). La mesure de Haar sur G étant invariante & gauche, si x € G et f € L?(G), on a

/ |f(x71y)|2d/1(y) = / | f(»)]?du(y). On peut donc poser pour x € G, 'application
G G

L*(G) — L*(G)
A N C )
de sorte que A, soit unitaire : ¢’est la représentation réguliere gauche de G. Remarquons d’une part que idz2(g) =

Ae et d’autre part A% = A, , pour tout x € G, ce qui signifie que Vect(1(G)) est une sous-algebre involutive de
B(L*(G)).

Ay :

Définition 2.6. Si G est un groupe topologique localement compact, on pose W*(G) l’adhérence de Vect(A(G))
pour la topologie o-faible. C’est l’algebre de von Neumann engendrée par G.

Avant de munir W*(G) d’une structure de bigebre de von Neumann, nous allons montrer que W*(G) coincide
avec 1'algebre de von Neumann engendrée par les opérateurs de convolution par L'(G) sur L?(G).
Rappelons que L'(G) muni du produit de convolution défini par

frgl) = /G FOEO U0y, Vf.g € L(G)

et de I'involution définie par fr= 7651 est une algébre de Banach involutive et que I'application

LY(G) — B(L*(G))

Y A =g f sl

est un morphisme continu d’algebres de Banach involutives.
Lemme 2.7. On a A(L'(G)) c W*(G).

Démonstration.

Considérons tout d’abord le cas ou f € C.(G).

. o G — B(L*G))
D’ le L B.5, 1’ licat F
apres le Lemme application . F)A,

1. Nous noterons ég pour la fonction modulaire de G (voir Théoréme ) et f =[x— f(xH].

est continue et donc mesurable. De plus, la

12
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compacité de son support et sa continuité impliquent que son image est compacte et donc séparable étant donné
que B(L?*(G)) est un espace métrique. Enfin, B(L?(G)) est un espace de Banach et on a

/ I1f (o) Al opdpa (x) =/ |f)ldu(x) = [[f]ly < +eo
G G

donc on va pouvoir interpréter A(f) comme l'intégrale de Bochner / F(x)Adu(x). En effet, si g € L?(G),
G

2 2
I'application evy : B(LT(G)) : LT(gG)

D1} on a

est linéaire continue a valeurs dans un Banach donc par le Théoréme

( / f(x)Axdu(x>)<g>=evg ( / f(X)/lxdu(X)) - / ) Argdu().
G G G

11 suffit donc de montrer que / F(x)Axgdu(x) = f * g pour tout g € L2(G). Soit (8,)nen une unité approchée
G

de L'(G). Pour tout n € N, et tout h € L?(G), 'application &, * h est continue donc il est possible de I’évaluer
en tout y € G. De plus, on a

60 * h(Y)| < /G 16, (x)h(x"y)|dp(x)
= [ 1ot
= [ 100 o6 ()
< |48,
pour tout y € G donc la forme linéaire h — &, = h(y) est continue et de nouveau par le Théoréme on a
(00 [ roeut) 0= [ 798, + ) )t
= [ 08, @867 ()
- [ 6+ s yduce)
=0nx fxg(y).
Ainsi, 6, * (/G f(x)/lxgd,u(x)) =6, * f = g et ce, pour tout n € N. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

alors 1’égalité / f(x)A,gdu(x) = f * g pour tout g € B(L?(G)) et donc A(f) = / F(x)Adu(x).
G G
Par le Corollaire on a alors

A(f) = /G £ du(x) € Veet(FG) ' ¢ Vear(1(G) "™ ¢ Veat(a(G))° " = w*(G).

Soit maintenant f € L'(G). Il existe une suite généralisée (fy)qes de fonctions continues & supports com-
pacts qui converge vers f pour la topologie normique. L’application f +— A(f) étant norme-continue, la suite
généralisée (A(fq))aer converge vers A(f) pour la topologie normique et donc o-faiblement. Or, cette suite
généralisée est a valeurs dans W*(G) et W*(G) est par définition fermé pour la topologie o-faible donc on en
déduit que A(f) € W*(G). O

Lemme 2.8. Soit f € L?(G) et s0it (8,)nen une unité approchée de L*(G). On a 6, * f % f-
Autrement dit, (A1(6,))nen est une unité approchée de B(L?(G)).

Démonstration.

Considérons tout d’abord le cas ou f € C.(G). Pour tout n € N, la fonction 6, = f est continue donc il est possible
de I’évaluer en tout y € G. Soit donc y € G et soit € > 0. f étant continue, il existe un voisinage symétrique V

13
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de e tel que pour tout x € yV, on ait |f(x) — f(¥)| < &. La suite (d,)nen étant une unité approchée, il existe
N € N tel que pour tout n > N, supp(d,) C V. Pour tout n > N, on a donc

160 % £(3) = F()] < /G SOl y) = FO)Idu(x) = /V SOl () = F()] <.

Ainsi, 6, * f % f. De plus, pour tout n € N, la fonction §, * f est a support dans
—+00

supp(6,)supp(f) C supp(dg)supp(f) = K

qui est compact d’apres le Lemme D’autre part, pour tout n € N et tout x € G, on a

60 f(X)] = 1k (x)

/G 5a () f () dpa(y)

<1k () /G Su O ldu(y)

<T@ fll /G 50 () ()
Il Lk ()

et la fonction || f||1x est de carré intégrable car K est compact et donc de mesure finie. Finalement, par le
ll-1l2 7.
n—+oo

Soit maintenant f € L2(G) et soit & > 0. Il existe P € C.(G) tel que ||f — P, < %. Pour tout n € N, on a
alors

théoreme de convergence dominée, on a bien 6§, * f

2
1/ = 6n fllz < f = Plly + 1P = 6n # Plly + (160 % P = 6n % flly < & + (|60 P = Plly.

Or, d’apres ce qui précede, la suite généralisée (0, * P),en converge vers P en norme ||.||5 donc il existe N € N
tel que sin > N alors |6, * P = P||y < 5. Pour tout n > N, on a donc || f = &, * flly < & d’olt (6, * f)nen converge
vers f en norme. O

Théoréme 2.9. L’algébre de von Neumann W*(G) coincide avec l'algébre de von Neumann engendrée par
les opérateurs de convolution (A(f))fer1(G), i-e- l'adhérence o-faible de ALY (G)) c B(L?*(G)).

Démonstration.

Posons E I'algebre de von Neumann engendrée par les opérateurs de convolution par L'(G). D’aprés le Lemme
ona {A(f) | f € LY(G)} c W*(G) donc E c W*(G).

Réciproquement, fixons g € G ainsi qu'une unité approchée (8,)nen de L'(G). D’apres le Lemme u pour
tout f € L?(G), on a 6, * f ——— SN E Agf. Or, pour tout
n €N, ona dg(dn* f) = (g 6,,) f = AAg6,)(f). Autrement dit, la suite doperateurs (A(Ag6,)) converge

fortement vers /lg. Cette suite étant bornée, elle converge également o-fortement et donc o-faiblement vers A,
d’'ott 15 € E et W*(G) C E. O

f. Par continuité de Ag, on a aussi A4(0, * f) ——

Nous allons maintenant munir W*(G) d’une comultiplication. Pour cela, il faut de nouveau représenter le
produit tensoriel W*(G) ® W*(G) plus concretement. On injecte une fois de plus le produit tensoriel algébrique

. L P wW*(G) o W*(G) — B(L?*(G x G))
* * 2 )
W*(G) © W*(G) dans B(L*(G x G)) via 'application définie par Ao B — [E®n— Af® By

Proposition 2.10. On a W*(G x G) = W*(G) ® W*(G).

Démonstration.

Si(x,y) € GXG,onadgp =Ag ® A, donc W*(G) ® W*(G) est une algebre de von Neumann contenant les
opérateurs de translation par G X G d’ou W*(G x G) c W*(G) @ W*(G).

Réciproquement, si S,T7 € W*(G), il existe des suites généralisées (S;)ier, (Tj)ics € Vect(A(G)) qui convergent
o-faiblement vers S et T respectivement. Montrons que S® T € W*(G X G). D’apres le Lemme pour tout j,
la suite généralisée (S; ® T});e; converge o-faiblement vers S ® 7; et comme W*(G X G) est o-faiblement fermé,
S®T; € W(G x G) pour tout j. Similairement, par le Lemme la suite généralisée (S ® T;)jcs converge
o-faiblement vers S®T et comme W*(G X G) est o-faiblement fermé, on a S®T € W*(G X G). Ainsi, W*(G X G)
est une algebre de von Neumann qui contient W*(G) © W*(G) d’ou W*(G x G) > W*(G) ® W*(G).

Finalement, on a bien W*(G x G) = W*(G) ® W*(G). O

14
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~  AG) — W(G)®W(G)
On pose A : 1 1y ® A .

Lemme 2.11. La famille (A)xeg est libre dans B(L?(G)).

Démonstration.

n
Soient n € N*, x1,...,x, € G et ay,...,a, € C tels que Zak/lxk = 0. Supposons qu’il existe i € [1,n] tel
=1
que a; # 0. Quitte a permuter les indices, on peut suppoger que i = 1. G étant séparé, il existe des ouverts
Us,...,U, contenant x; et des ouverts Os, ..., O, contenant respectivement xo, ..., x, tels que Uy NO; = 0 pour
tout k € [2,n]. G étant un groupe topologique, on peut supposer qu'il existe un ouvert V de G tel que pour
tout k € [2,n], Ux = x1V et Oy = x4V. G étant localement compact, on peut également supposer V relativement
compact et donc de mesure finie. Considérons f = 1y € L?(G). On a

n n n
0= (Z akaxk) () =D ety Ty = ) axlyy
k=1 k=1 k=1
d’ou

n
0= / Z aplyvdu = apu(x1V).
X

Vi1

Or, V est ouvert done p(x1V) = u(V) # 0 et a3 = 0, ce qui est absurde. Ainsi, ax = 0 pour tout k € [1,n] et la
famille (Ay)xec est libre. m]

On peut donc prolonger A par linéarité & Vect(A1(G)) et méme a W*(G).

Proposition 2.12. L’application A se prolonge en un *-morphisme unifére o -faiblement continu et coas-
sociatif de W*(G) dans W*(G) @ W*(G). On a plus précisément pour tout T € W*(G)

L2(GxG) — L*(G x G)

AT)=Ady(T®1) 0u U : v e [y) e Fra )]

€ U(L*(G x G)).

On a également la formule explicite

AP = /G FEO®)dul),  Vf e L'(G).

Démonstration.

Montrons tout d’abord que A peut bien se prolonger o-faiblement contintiment & W*(G).

L’application T — U(T ® 1)U*T étant la composée Adwm ot 7 : T — T ® 1, les Lemmes et nous
permettent de conclure qu’elle est o-faiblement continue.

Considérons la restriction I' de Adym & W*(G). Pour tous F € C.(G X G) et x,y,g € G, on a

U(dg ® DU'F(x,y) = (1g ® YU F(x,x~1y)
=U"F(g 'x,x7ty)
=F(g 'x.g7'y)
= (/lg ® /lg)F(x, y)

donc par densité de C.(G x G) dans L*(G x G), U(lg ® 1)U = (1 ® Ag) pour tout g € G. On a donc
I'A(G)) c W*(G) @ W*(G) et I' est o-faiblement continue donc

(W' (G)) =T (m”‘w) cTAG)H " cW (G oW (G) " =W G) e W (G)

d’ott T se corestreint & W*(G) ® W*(G). De plus, ce calcul implique que I" coincide avec A sur A(G) d’ott T un
prolongement o-faiblement continu de A & W*(G) et c’est bien le seul prolongement o-continu possible car 1(G)
est o-faiblement dense dans W*(G).
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2.2  Le groupe quantique W*(G) 2 GROUPES QUANTIQUES CLASSIQUES

Considérons f € L'(G), F € C.(G) et x,y € G. On a
AQUf) = UQ(f) ® DU F(x,y)
= () @ DUF(x,x71y)

:/f(z)U*F(z_lx,x_ly)dH(Z)
G
:/Gf(z)F(z_lx,Z_ly)d,U(Z)
:/Gf(z)(/lzéb/lz)F(x,y)dll(Z)

d’ou
A = [ o0 100,
Montrons maintenant que A est un #-morphisme unifére coassociatif. Par o-faible densité, il suffit de montrer

les propriétés pour Ajvect(a(c))- De plus, A est linéaire donc il suffit de démontrer les propriétés sur la base
(Ax)xeg de Vect(A(G)) :

(Vx,y € G),A(Axdy) = A(dyy) = Ay ® Ay = (Ady) ® (Aidy) = (A ® 1) (A, ® A) = A(1)A(Ay)

(VX €G), A1) = (A, ®2,) = (1) ® (12) = 4,1 ® A1 = A1) = A(D)
A(ldLQ(G)) = A(/le) = /16 ®/le = idLQ(G) ® idLQ(G)
(Vx €G), t®A)AU) = (@A) (A, ®Ax) = A, ® A, ® Ay = (A® 1)(Ax ® Ay) = (A® )A(A).
O

Finissons la construction de notre second groupe quantique en le munissant des poids n.s.f. invariants. W*(G)
pouvait étre obtenu a partir de L'(G), il est naturel de vouloir poser quelque chose comme

w (G — R,
||f||§ §'il existe f € L?(G) telle
T — que A(f) € B(L%(G)) et T = A(f* * f)

+o00 sinon

s>

Cependant, 'additivité d’une telle formule n’est pas évidente car bien que || f ||§ = f*x f(e) (qui a un sens car
L?(G) * L?(G) c C(G)), il est a priori possible d’avoir A(f) + T = A(g) avec f,g € L*(G) et T ¢ A(L*(G)).

Il est tout de méme possible via la théorie de Tomita-Takesaki de construire un poids n.s.f. invariant ¢
caractérisé par

LYG)NL*(G)c Ny et ¢ AS) = IIfII3. Vf e L' (G)nL*G).

Ce poids est appelé poids de Plancherel, en analogie avec la mesure de Plancherel sur le dual d’un groupe abélien
localement compact.

Nous allons montrer que ¢ est invariant a gauche et a droite.

Considérons f € L' (G) N L3(G). Si &,5 € €?(N, L%(G)), on a pour tous g1, 82 € L*(G) :

(1@ we.)AAN AMefg2) = D (BAF AN (81 © &gz @ 10)

n>0

- Z /G o A () (g1 ® &) (x, y)g2()n(y) d(u @ p) (x,y)

n>0

= Z /(; L /(;(f* * f)(Z)gl(Zilx)fn(zfly)dzmdydx

n>0

= L‘L(f* *f)(z) ZL‘fn(z_ly)nn(y)dygl(z_lx)dng(x)dx

n>0

- /G /G (F * PP (g1 ) dzga (@ dx
= A+ PP (1))
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2.2  Le groupe quantique W*(G) 2 GROUPES QUANTIQUES CLASSIQUES

ou
Y(z) = Z/ En(z7 ), (v)dy € L¥(G) par Cauchy-Schwarz.
G

n>0
Ainsi, on a (t® w)g,,l(ﬂ(/l(f)*/l(f))) =A((f* = f)¥) et donc
G((L®we ) (AAF) AN = (f * f)(e)¥(e)
= oA Y, [ emia

n>0

= QAN AUfNwey(1)

d’oll ¢ est invariant a droite.
De méme, on a

Mn ® 82>

(e ®OBASANf2) = D (AU AN En B g1)

n>0

>, /G . A A En ® g1)1n(x)82(y) d(p ® ) (x,)

n>0

ZLLL(JM*f)(Z)fn(Z_lx)g1(Z_ly)dzmdydx

n>0

= [ L en@3 [ a6 ontdss eyt

n>0

- / / (f* * NHT@g (" y)dz g2 dy
G JG
— (AU * D) (g1)lg)

ou
NGEDY /G £z 0 () dx,

n>0

Ainsi, on a (wg , ® O(AQF)*A(F))) = A((f* = f)T) et donc
P((wg.p ® OAQ) AN = (f % [)(e)T(e)
= oA Y, [ entm s

n>0

= QAN Af)we 5 (1)

d’oll ¢ est également invariant a gauche.

Théoréme 2.13. Si G est un groupe topologique localement compact & base dénombrable, (W*(G), A, &, P)
est un groupe quantique localement compact.

Nous avons ici décidé d’utiliser les opérateurs de translation par G sur L?(G) a gauche mais il nous aurait
tout a fait été possible de considérer les opérateurs de translation a droite. On aurait ainsi obtenu un autre
groupe quantique W*(G)pis tres similaire a W*(G) avec essentiellement la méme comultiplication et les mémes
poids invariants. Il est en fait possible de montrer que W*(G)pis est le groupe quantique commutant de W*(G).

Remarquons également que comme la comultiplication de W*(G) correspond a l'injection diagonale de W*(G)
dans W*(G x G), W*(G) est cocommutatif tandis que sa multiplication correspond a la multiplication dans G
et donc, W*(G) est commutatif si et seulement si G 'est.
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3 DUALITE

3 Dualité

3.1 Dualité des groupes quantiques localement compacts

Dans cette section, nous allons voir comment construire un groupe quantique localement compact a partir
d’un autre. Nous allons également voir en quoi cette construction généralise la dualité de Pontryagin pour les
groupes abéliens localement compacts. La construction étant tres technique, nous ne feront que citer les résultats
et les observer dans le cas des groupes quantiques construits dans la section précédente. Pour plus de précision
sur cette construction, nous renvoyons au papier [4] de Kustermans et Vaes.

Considérons un groupe quantique localement compact (M, A, ¢,¥). On fixe une construction GNS (#, A, «r)
pour ¢. La beauté de la construction du dual d’un groupe quantique réside dans le fait qu’elle entierement
contenue dans un seul opérateur.

Définition 3.1. On définit un unitaire W sur % par W*(A(x) ® A(y)) = (A ® A)(A(Y)(x ® 1)) pour
tous x,y € No.

La propriété essentielle de 'unitaire W est qu’il vérifie ’équation pentagonaleﬂ W1oWi13Wa3 = WosWis sur
HRH I . On dit alors que W est un unitaire multiplicatif. Il permet notamment de retrouver la structure de
bigebre de M.

Théoréme 3.2. On a

M={Go0) (W) [wecB@).]

et pour tout x € M, on a
Alx) =W (1 ®x)W.

Enfin, W permet également de retrouver 'antipode de M via le résultat ci-dessous.

Proposition 3.3. L’antipode S de M est caractérisée par les propriétés suivantes :
(i) Pour tout w € B(H )., (t @ w)(W) € D(S).

(i) L’ensemble C = {(t @ w)(W) | w € B(H).} forme un coeur pour S et la topologie o -faible au sens
susvant :

(@S [xeC) " ={(x,S(x)) | x € D(S)}
(iii) Pour tout w € B(I)., S((L® w)(W) = (¢ @ w)(W¥).

La construction du groupe quantique dual de M se fait en exploitant I’asymétrie de 1’égalité ensembliste du
théoréme précédent. On pose ainsi

M={we)W)[weB@).}
que 'on munit de la comultiplication définie pour tout x € M par
A(x) =W (x ® )W*'S
ou T désigne la volte sur ZQ®F définie par
Yx®y)=y®x Vx,yeX.

On a alors W € M ® M et donc I'égalité plus satisfaisante

M={we)W) weM}

On veut ensuite munir M d’un poids n.s.f. ¢ invariant & gauche. Cette construction technique utilise la
théorie de Tomita-Takesaki et plus précisément la notion d’algebre de Hilbert. L’idée est la suivante :
On consideére ’ensemble

Jo=1{ye M |3we M, 3Ew) e,y =(we)(W) et ¥x € N, w(x*) = (£(w)|A(x))}.

Siy € Yy, les éléments w et £(w) correspondants sont alors uniques et on pose ¢ = A(y). On munit ensuite
Jp N g, d'une structure d’algebre de Hilbert dont la complétion est # et dont ’algebre de von Neumann

correspondante est M. On en déduit existence d’un poids n.s.f. invariant & gauche ¢ sur M tel que

1. Si A est un opérateur défini sur un produit tensoriel E ® E, on définit 'opérateur Ai2parA®. Similairement, si n > 3, on
définit les opérateurs A;; avec 1 < i # j < n comment étant I'opérateur défini sur E®" agissant sur les copies i et j de E selon
I’opérateur A est agissant comme 'identité sur les autres copies de E.

2. On préfere toujours des formules intrinseéques & M et n’utilisant pas ’espace de Hilbert sur lequel M est représentée.
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3.2 Dualité L*(G)-W*(G) 3 DUALITE

— la construction GNS de ¢ puisse se faire sur # via la fermeture de A.

— J, soit un coeur pour la fermeture de A.

Finalement, il nous faut construire un poids invariant & droite pour (M, A). Pour cela, on construit en fait
ce qui sera I'antipode unitaire de M par la formule

R((w®0)(W) = (wR) ® )(W), VYwe M,.

L’ apphcatlon R se prolonge alors en une isométrie antlmultlphcatlve de M qui commute avec Pinvolution. De
plus, R est un anticomorphisme dans le sens ot AR = oc(R® R)A donc en posant

U= ¢R

on définit un poids invariant & droite sur M comme on I'a vu & la Section
Le quadruplet (M, A, $,1) est alors un groupe quantique localement compact et son antipode unitaire coin-
cide avec R. On peut donc relterer ce procédé, obtenir un unitaire multiplicatif W et un groupe quantique

localement compact (M , A, (,0, ¢). Les unitaires W et W sont alors reliés par I'égalité W = SW*S et on a le
résultat suivant.

Théoréme 3.4 (Dualité de Pontryagin). Le groupe quantique (M, A, é,tﬁ) coincide avec (M, A, ¢,¥).

Remarquons on a ici égalité stricte entre un groupe quantique et son dual et non un isomorphisme canonique
comme dans le cas de la dualité de Pontryagin des groupes abéliens localement compacts. Cela est notamment
di au fait qu’on suppose que l’algebre de von Neumann sous-jacente est représentée sur I’espace GNS associé a
son poids invariant a gauche. Sans cette convention, le bidual de G serait donné par 7,(G) et I'application 7,

serait 'isomorphisme canonique entre G et G.

La construction du groupe quantique dual permet notamment de mettre en relation les deux constructions
introduites a la Section En effet, si (M, A, ¢,¥) est un groupe quantique localement compact, le foncteur
de dualité échange le commutant et le groupe quantique opposé :

M= M™°P et M°P = M~

ou on a noté " pour le dual.

Avant de voir en quoi le Théoréeme constitue bien une généralisation de la dualité de Pontryagin, nous
allons voir en utilisant des techniques plus élémentaires que les deux groupes groupes quantiques (L*(G), A) et
(W*(G), A) sont duaux I'un de lautre.

3.2 Dualité L*(G)-W*(G)

Commengons par calculer les unitaires multiplicatifs de L*(G) et W*(G). Nous les noterons Wi et Wy
respectivement. Pour éviter toute confusion, nous noterons également A pour la comultiplication sur W*(G)
que nous avons définie a la Section et @ pour le poids de Plancherel tandis que nous noterons A pour la
comultiplication duale de A et ¢ pour le poids dual de ¢. Nous réutiliserons les notations introduites dans la
Section [2.2] apres les avoir justifiées via le Théoréme [3.8

Proposition 3.5. Les unitaires multiplicatifs de L*(G) et W*(G) sont donnés par

L>(GxG) — L?(G x G)
F = [(ay) = Flx,y)] -

L2(GXG) — L?(G xG)

Wie " T o [y e iyl

Wy :

Démonstration.

e Soient f,g € L*(G) N L?(G). Pour tous x,y € G, on a

Wi(f®g)(x,y) =gxy)f(x) = f(x)g(xy) = (f ® g)(x,xy).

Par densité de (L™ (G) N L?(G)) © (L*(G) N L*(G)) dans L*(G)®L*(G), on a donc WiF(x,y) = F(x,xy)
pour tout F € L?(G X G) et tous x,y € G. Wy étant une isométrie, on a Wy = (W})~! d’out clairement
W1iF(x,y) = F(x,x~'y) pour tout F € L2(G x G) et tous x,y € G.
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e Soient f,g € C.(G). Pour tout F € L2(G X G) et tous x,y € G, on a
(AA()(A(f) ® 1)F(x,y) = /Gg(Z)(/l(f) ® DF(z 'x, 27 ty)du(z)
- / S FOF( 2 ly) d(u @ p) (2.1)
GxXG

= FE g F(z a7 y) d(p @ p) (z,1)
GxG

=mpF(x,y)

ou h: (z,1) — f(t71z)g(1). Ainsi, Wi(f ®g)(z,t) = h(z,1) = f(t712)g (1) pour presque tous z,t € G. Par
densité de C.(G) © C.(G) dans L?(G x G), on a donc WiF(x,y) = F(y~'x,y) pour tout F € L%(G x G)
et presque tous x,y € G. Wy étant une isométrie, on a Wy = (W;)‘1 d’ou clairement WoF(x,y) = F(yx,y)
pour tout F € L2(G x G).

[m}

Remarquons que c¢’est unitaire Wa qui nous a permis de prolonger A & W*(G).

Montrons tout d’abord que la structure de bigebre de von Neumann du dual de L*(G) coincide avec celle de

wW*(G).

. B(L*(G)) — C

Siy1,¥9 € L2(G), : )
Pz € LG onpose Gunwe E 4T (Al

Lemme 3.6.

O’ﬂ a o-wW
W (G) = {w® (W) | w € B(LX(G)).}
et
Wy = ZWiE.
Démonstration.

Soient 1,9 € L?(G). Pour tous f,g € L?>(G), on a
(01,4 ® LWL flg) = (Wi (Y1 ® f)ltr2 ® g)
- /G £ RMED AW 0 (x,)

- /G /G U (T2 () £ () (g du(y)
= (Ay1y2) flg)

d'ott wy, g, ® (W1) = AW 1y2). Comme L%(G)L?(G) = LY(G), I'ensemble {w®L(W1) | w e B(LQ(G))*}JiW
contient A(L'(G)) et contient donc W*(G) d’apres le Théoréme Soit réciproquement w € B(L%(G)).. Il existe
deux suites (7,)n, (€n)n € L2(G)Y de carré sommable telles que w = Z wg, y,- Pour tout T € B(L*(G x G)),

n>0

on a donc

WBUW) = > Wy, ® (W)

n>0

= Z /l(gnﬁn)

n>0

=2 (Z fnnn) .

n>0

Ainsi, w ® (W) € W*(G) et on a {w ® 1 (W1) | w € B(LQ(G))*}J_W C W*(G). Dol I’égalité des ensembles.
Pour tout f € L2(G x G), on a
EWIZf(x,y) = WiZf(y,x)
=2f(y,yx)
= fyx,y)
= WQf(x’ y)
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dolt TWIE = W D

L’égalité entre I'unitaire multiplicatif de (W*(G),A) et 'unitaire multiplicatif dual de (L®(G),A), implique
directement le corollaire suivant.

Corollaire 3.7. L’application A coincide avec la comultiplication duale de A :

AT) =W (T® HW;E, VT € W*(G).

Montrons maintenant que ¢ = ¢. Commencons tout d’abord par déterminer I’ensemble J,.
D’apres la preuve de la proposition précédente, si w € L®(G)., il existe (&,)nens (n)nen € €2(N, L?(G)) de carré
sommable, telles que w = ngm,,n et on a (w ® 1) (Wy) = A(X,, Eniln)- De plus pour tout f € L2(G) et tout

geN,=L"(G)n L%(G), o,r11 a
o6 =119 = [ &Y = [ fadu

Ainsi, on a (w ® t)(W1) € J,, si et seulement si annn € L*(G) et on a alors A(w) = anﬁn et
n n

e )

o (e (o))

On a donc montré que ¢ = @.
On peut donc maintenant énoncer le théoréme principal de cette section.

Z Enlln

Théoréme 3.8. Les deux groupes quantiques localement compacts L*(G) et W*(G) sont le dual I'un de
Uautre.

Les notations définies & la Section [2.2) sont donc cohérentes avec la dualité des groupes quantiques, nous les
utiliserons a partir de maintenant.

Nous allons maintenant voir en quoi cette dualité est une généralisation de la dualité de Pontryagin pour les
groupes abéliens localement compacts. Rappelons que si G est un localement abélien compact, on peut définir
son groupe duale G = Hom(G,T) ou T c C* désigne le cercle unité. G est alors abélien et on peut le munir d’une
structure de groupe topologique localement compact a l'aide de la topologie compact-ouvert. On peut donc

former le groupe abélien localement compact G = Hom(Hom(G, T), T) et le théoréme du dualité de Pontryagin

affirme alors que G est canoniquement isomorphe a G.

La facon la plus simple d’interpréter la dualité de Pontryagin des groupes abéliens localement compacts au
niveau des groupes quantiques est d’utiliser la théorie C*-algébrique des groupes quantiques. Dans cette autre
formulation B, la construction des groupes quantiques classiques se fait via la C*-algebre Cy(G) a la place de
L®(G) et via

Cla(©) = TG) ™ € B(L2(G))

a la place de W*(G) et on a également Co(G) = C;_,(G). Il est possible de montrer que la transformée de
Fourier peut se prolonger en un -isomorphisme isométrique entre Co(G) et C;.4(G). Ainsi, on a

Co(G) = C:,4(G) = Co(G)

et le dual de Pontryagin correspond bien & un cas particulier du dual au sens des groupes quantiques.

Le lien entre la transformée de Fourier et la dualité est également visible via les unitaires multiplicatifs.
Rappelons que le théoreme de Plancherel affirme alors qu’il est possible de faire un choix pour la mesure de
Haar sur G de sorte que la transformation de Fourier

LYG) — Co(G)

N T / FEOX@du)
G

induise un isomorphisme isométrique ¥ : L2(G) — L2(G).

1. Quelques technicités supplémentaires apparaissent mais les résultats sont essentiellement les mémes a la différence prés qu’on
ne consideére pas la topologie o-faible mais plutdt les topologies normiques et strictes.
2. Voir théoréme 3.3.3 de [2].
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En notant W et W les unitaires multiplicatifs de L®(G) et W*(G), on a pour tout F € Co(G x G) C
LY(G) N L2(G) et tous y1,x2 € G :

(FRF)W(F @ F HF(x1,x2) = - W(F e F HF(x,y)x1(x)x2(y) d(u ® p) (x,y)
- /G T e T D TR0 A e ) (5,3)
- / / FOs ) (0 )T T 0) A @ v) (g, xa) Ak ® ) (x,y)
GxG JGXG

- / / PO x) s (0 FETEy) d(v © v) (e xa) Al @ 1) (x. )
GxG JGXG

- / / F (s xa) s () xa DFBTE) O @ v) (s xa) A @ ) (x. y)
GxXG JGXG

=/G G(?‘”’l®?‘"’1)F(x,y)X1X2(X)E(y) d(pu® ) (x,y)

= (FOF)NF ' @F F(xix2 x2)
= F(x1x2, x2)
= F(x2x1, x2)
= WF(x1. x2)

dott (F @ F)W(F L@ F1)F = WF pour tout F € C.(G x G). Par densité de C.(G x G) dans L2(G x G) pour
la topologie normique, on a donc

(FoF)WEF 'oF ).

Ainsi, la dualité de Pontryagin peut-étre comprise par le fait que les opérateurs W et W sont unitairement
équivalents, I'unitaire entrant en jeu étant la transformée de Fourier sur G X G.

3.3 Calcul des antipodes de L*(G) et W*(G)

Nous proposons dans cette section un rapide calcul des antipodes des groupes quantiques classiques grace a
la formule donnée a la Propomtlon 3l Pendant toute cette sous-section, nous noterons S, R, S et R les antipodes
et antipodes unitaires de L*(G) et W*(G) respectlvementlﬂ Nous noterons également ¢ la fonction modulaire
de G (voir Théoréme [B.3).

Intéressons tout d’abord & L*(G). Considérons &,n € €2(N, L?(G)). On a d’une part pour tous f,g € L%(G) :

(L@ we ) (W)flg) = D" (W(f ®£a)lg ®na)

n>0

/ FEE G DM Ak ® ) (x. )

n>0
= [ 50 [ Ym0 07 i) du)
n>0

= (muflg)  avec W= Tixén

n>0

d'ot 1@ we ;) (W) = my
D’autre part, pour tous f,g € L?(G)

((t@we )W) flg) = D W(f ® &g ®na)

n>0

2 [ @GR s ) (5.)
n>0
= [0 Y, [ a0 ) oduo)

n>0

= (mrflg) avec I'= )" iy &,

n>0

d'ot (t ® we ) (W*) = mr.
Ainsi, on a S(my) = mr = my. En identifiant L*(G) et m(L*(G)), S correspond donc bien a I'inversion de G.

1. Ces notations sont cohérentes avec la dualité L*(G) — W*(G) établie dans la section précédente.
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Comme mentionné & la Section S posséde déja de trés bonnes propriétés algébriques et de régularité. On a
en fait I'égalité S = R.
Passons maintenant & W*(G). Si &,5 € £2(N, L2(G)), on a pour tous f,g € L?(G)

(cowe)Wfle) = (Wiroe)|gem)
n>0

=Y [ 0Ot Ak e w ()
GxXG

n>0

:/;LZé:n(y_l)nn(y_l)f(y_l)C)é_l(y)d“(y)g(_x)dlu(x)

n>0

= /G /G 3 &G () (D du()g@du ()

n>0

= (AW)flg)  avee W= Ema07

n>0
dott (t® we ) (W) = ¥.
De plus, pour tous f,g € L>(G), on a
(@ wen)Wflg) = Y (W' (f@&n|g @)
n>0
=Y [ 0T e 0O ke w (x.)
n>0 GxG
- [ [ Y amm01r 67 aumztmau

n>0

= (D) flg)  aveeT= ) > &l

n>0n>0

d'ott (t® wg,,)(W*) = A(T).

Ainsi, on a S(A(¥)) = A(T) = /l(‘\I/’é‘l) = JA(¥)*J ou J est 'opérateur de conjugaison complexe sur L2(G).
Remarquons qu’ici aussi, ’antipode est une isométrie involutive qui commute avec 'involution, ce qui nous
convainc que § = R. L’invariance du poids ¢ implique notamment que ¢ est invariant par 'antipode unitaire.
En effet, si f € C.(G), Iégalité ¢R(f) = ¢(f) correspond simplement au point (i) du Théoréme
Remarquons de plus que pour tout x € G et tout f € L2(G), on a

S(A) =JATf =1 f = A f

d’ol S(Ax) = A,-1 et donc ici aussi, I’antipode correspond a l'inversion de G

1. Dans le cadre de la théorie de Tomita-Takesaki, J correspond a la conjugaison modulaire du poids ¢ et la formule S‘(a) =Ja*J
est alors vraie en toute généralité.
2. Et donc aussi & I'inversion dans G si G est abélien étant donné la définition de 'inversion dans G.
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4 COACTION DE GROUPES QUANTIQUES

4 Coaction de groupes quantiques

Les groupes sont par nature faits pour agir sur d’autres ensembles, il est donc naturel de vouloir généraliser
la notion d’action de groupes aux groupes quantiques. Dans le cadre des algebres d’opérateurs les groupes
agissent notamment sur des algebres de von Neumann et il est possible & partir d’une telle action de produire
une nouvelle algebre de von Neumann contenant a la fois le groupe et 'algebre de von Neumann initiale. Nous
nous intéresserons a cette une généralisation de cette construction dans la Section

Fixons pour toute cette section un groupe topologique localement compact G a base dénombrable. Posons
m la multiplication de G, vu comme une application G X G dans G et e ’élément neutre de G. Pour faciliter la
traduction, considérons une action mesurable (& gauche) de G sur un espace mesuré (X,7,v). Nous noterons
eg l'élément neutre de G. On a donc une application I' : G X X — X vérifiant les axiomes

(AM) Vg,he G,Vx € X,T'(g,T"(h,x)) =T'(gh,x).
(EN) Vx € X,T'(eg,x) = x.

Il est tentant de poser I'application

L¥(X) — L®(G X X)
= (gx) — f(T(gx)]

mais pour que celle-ci ait un sens, il faut d’une part que I' soit mesurable mais surtout que si fi et fo sont deux
fonctions mesurables bornées de X égales presque partout alors fj o' = f5 o ' presque partout. Or, on a

(&) €GXX | fioT(g,x) # ool (g,x)} =T ({x € X | fi(x) # o(1)})

donc l'application a est bien définie si et seulement si I' est mesurable et si I'image réciproque par I' de tout
ensemble de mesure nulle est un ensemble de mesure nulle. On dit alors que I" est non singuliere. Traduisons
maintenant le fait que I' soit une action de G sur X. L’évaluation partielle n’ayant pas de sens L®(G X H), il
est difﬁcileﬂ de traduire 'axiome (EN). L’axiome (AM) est lui beaucoup plus simple a traduire : pour tout
felL®(X)ona

(A®yaf(g, h.x) =af(gh,x)=f(I(gh,x)) = f([(gT(hx)) = (®a)af(g, hx)

don (A®a=(t®a)a.
Ceci motive la définition suivante.

Définition 4.1. Soit (M, A) une bigébre de von Neumann et N une algébre de von Neumann.

Une coaction d gauche de M sur N est un x-morphisme @ : N — M ® N unifére, o-faiblement continu et
injectif qui vérifie (L @ @)a = (A® t)a.

Une coaction a droite de M sur N est un *-morphisme @ : N — N ® M unifere, o-faiblement continu et
injectif qui vérifie (a ® Ha = (1 A)a.

Tout comme dans le cas des groupes, les notions de coaction & gauche ou a droite peuvent mises en correspon-
dance soit en considérant la structure opposée.

Proposition 4.2. Soit (M, A) une bigébre de von Neumann et N une algébre de von Neumann.
Une application @ : N — M QN est une coaction d gauche de (M, A) si et seulement si oca est une coaction
a droite de (M, A°P).

Démonstration.

On a
(ca®oa=(t®AP)oa
— (c)(a®)oa=(c®)(t®0)(A° ®)a
— (1) (c®)(t®a)a= (1 7)(A° )
— (t®a)a=(A®)a.

]

Dans le cas d’'un groupe quantique, ’antipode permetﬂ de mettre en correspondance les actions a gauche et a
droite.

1. Tout comme il était difficile de traduire 1’élément neutre d’un groupe au niveau de L*(G).
2. Tout comme l’inversion dans le cas des groupes.
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4 COACTION DE GROUPES QUANTIQUES

Proposition 4.3. Soit (M, A, ¢, ) un groupe quantique localement compact d’antipode unitaire R et soit
N une algébre de von Neumann.

Une application @ : N — M ® N est une coaction d gauche de (M, A) si et seulement si (¢t ® R)oa est une
coaction a droite de (M, A).

Démonstration.
D’aprés la Proposition on a

t®a)a=(A®)a
— (ca®yoa=(®AP)oa
— (ca®)oa=0LOROR)(tQAN)(®R)Ta
— (L®R®R)(ca®)oa=(LAN)(®R)oa
— (t®R)ca®R)oa=(1®AN)(®R)oa
— (t®R)ra®@)(t®R)ga=(L®A)(®R)ra.

]

Nous considérons donc principalement des coactions a gauche tout en gardant a esprit que les résultats qui
suivent peuvent étre adaptés aux actions a droite. Ainsi, le terme "coaction" utilisé sans précision supplémentaire
désignera toujours une coaction a gauche.

Il serait naturel de dire que deux coactions «, 8 de (M, A) sur N sont équivalentes s’il existe un unitaire U € MQN
tel que @ = UBU*. Or, si U € M ® N est un unitaire et si on pose §: x — Ua(x)U*, B est bien un *-morphisme
unifére, o-faiblement continu et injectif mais on a

(teB)B=(A)B — (AR)(Ua(x)U") =1 U)t®a)(Ua(x)U)(1eU"),
= (A )U)(A®)(a(x)(A®(U))" =Ua(t®a)(U)(t®a)(a(x)(t® a)(U) Uss.

Comme a est une coaction, on en déduit que B ainsi défini est une coaction des lors que (A®:)(U) = U3 (1®a)(U).
Cette remarque motive la définition suivante.

Définition 4.4. Soit @ une action d’une bigébre de von Neumann (M, A) sur une algébre de von Neumann
N. Un unitaire U € M ® N est appelé a-cocycle s’il vérifie I’égalité

(A®)(U) = U3(t ® ) (V)

L’application B : x — Ua(x)U* est alors une action de (M,A) sur N.
Deux actions a, 8 de (M,A) sur N sont dites cocycle-équivalentes s’il existe un a-cocyle U tel que B soit
donné par la formule précédente. Il s’agit d’une relation d’équivalence.

On définit ensuite ’analogue du produit semi-direct pour les coactions d’'un groupe quantique sur une algebre
de von Neumann. A partir de maintenant, (M, A, ¢, ) désigne un groupe quantique représenté sur un espace de
Hilbert # et N désigne une algebre de von Neumann. On notera également V et W les unitaires multiplicatifs
associés a ¥ et .

Définition 4.5. Soit @ une action & gauche de (M,A) sur N. On définit le produit croisé de N par (M, a)
comme l’algébre de von Neumann

M <xN=(a(N)UM®C)' c B(#)®N

De méme, si B est une action a droite de (M,A) sur N, on définit le produit croisé de N par (M, ) comme
lalgebre de von Neumann

MxgN = (B(N)UC®M)” c N® B(¥)

La dualité des groupes quantiques s’illustre également a travers les coactions. En effet, a toute coaction on peut
associer naturellement une coaction du groupe quantique dual opposé. Les coactions duales nous seront utiles
pour construire de nouveaux groupes quantiques mais nous énongons d’abord rapidement un autre théoreme
de bidualité présent dans [8] pour le plaisir des yeux. Les opérateurs J et J intervenant dans les deux prochains
résultats sont les mémes que celui que nous avons utilisé pour définir le groupe quantique commutant a la
Section J correspondant plus précisément & opérateur J de M.
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4 COACTION DE GROUPES QUANTIQUES

Proposition 4.6. I existe une unique action & de (M,A)Op sur M <N telle que
a(a(x)) =10 a(x), Vx eN

G(a®1) =A%(a)®1, YaeM
Plus précisément, si W = (J @ HNEWZ(J ®J), on a

a(z)=(We1)(1ez)(W el), VzeM <N

On peut donc construire le produit croisé M&x (M ,~<N) dans B(#) ® B(#)® N = B(HRK) ® N puis

——op

réitérer le procédé pour obtenir une coaction @ de (M , A°P ) sur M =< (M ,<N). Nous avons encore une fois

droit & un résultat de dualité.

Théoréme 4.7 (de bidualité pour les coactions de groupes quantiques).

——op
M, A M, A°P
(i) L’application J : (M.A) — ( ’ ) est un *-isomorphisme o -faiblement continu qui com-
X — JIxJJ

mute avec les comultiplications :
~—op
(TeJ)A=Ar 7.
BH)®N — M < (M ,<N)
Z — (Wel)(®a)(z)(W'®1)

(#ii) a induit naturellement une coaction y = (0 @ 1)(t® @) de (M, A) sur B(H) ® N. L’unitaire ZV*L ® 1
est un y-cocycle et la coaction p définie par

(ii) L’application @ : est un x-isomorphisme.

p(2)=CEVE®D)y(2)(ZVE® 1), VzeB(H)QN
correspond a la coaction & sous les identifications précédentes :

a(®(2)) = (J ® D) (p(2)), Vz e B(Z)®N.
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5 BIPRODUIT CROISE

5 Biproduit croisé d’une paire assortie

Les groupes quantiques que nous avons construit jusqu’a présent sont triviaux dans le sens ou ils sont soit
commutatifs, soit cocommutatifs. Il y a en fait une réciproque au fait que L*(G) et W*(G) soient triviaux.

Théoréme 5.1. Soit (M, A, ¢, ) un groupe quantique localement compact.
(i) Si M est cocommutatif alors il existe un groupe localement compact G tel que M = L% (G).

(i) Si M est cocommutatif alors il existe un groupe localement compact G tel que M = W*(G).

Nous avons donc réussi a généraliser la notion de groupe localement compact tout en obtenant une géné-
ralisation de la dualité de Pontryagin mais il n’est pas évident que des objets fondamentalement différents des
groupes existent au sein de cette catégorie. Le but de cette section est de montrer que de tels objets non triviaux
existent.

Si G et H sont deux groupes, il est possible de construire un nouveau groupe moins trivial que le produit
direct GXH a partir d'une action de G sur H, c’est le produit semi-direct. Nous allons utiliser un procédé similaire
pour construire des groupes quantiques non-commutatifs et non-cocommutatifs & partir de ceux construis dans
la Section [2| Dans [9], Vaes et Vainerman développent notamment une méthode pour construire un groupe
quantique localement compact a partir de deux autres agissant I'un sur 'autre : c’est le biproduit croisé a
cocycles. Nous nous restreindrons cependant au cas ou les cocycles sont triviaux pour simplifier la théorie.
Fixons deux groupes quantiques (M1, A1, ¢1,¥1) et (Ma, Aa, 92,¥2) et notons Wy, Wa, Wl, WQ les unitaires mul-
tiplicatifs associés.

Définition 5.2. Le couple ((M1,A1), (M2, As)) est dit assorti s’il existe un x-morphisme injectif et o -
faiblement continu T : My ® My — My ® My (appelé assortiment) tel que, en notant

My — My ®M> M — M;®M,

etp:

@ y — 1(1®y) x — 1(x®1)

on ait :
e « est une coaction d gauche de My sur Ms.
e 0 est une coaction a gauche de My sur M.
e « el B sont assorties :

Ti3(@ ® YA2(y) = (t® A2)a(y), Vy e M.
723023 (B @ )AL (x) = (A1 @ )B(x), Vx € M.

Etant donné un couple assorti (M1, M2, T), on peut former les deux produits croisés My =< Mo et Mo=g M;. 11
est alors possible de munir ces deux algebres de von Neumann d’une structure de groupe quantique localement
compact de sorte qu’ils soient le dual 'un de I'autre.

La construction des comultiplications se fait a I’envers : on commence par poser les deux unitaires

W=(Bte)(Wel)(te:ea)(le W)

W = 213504 W* S04 513

ce qui permet de définir
ARy =W'(1®1®2)W, VzeM; <xM>

AR =W (1®1®)W, Vze Moxg M.

Il est alors relativement aisé de montrer que A et A définissent des comultiplications et on a notamment
Ae=(a®a)hy et AB=(B®PB)A;.

Pour munir les biproduits croisés d’un poids invariant a gauche, il est nécessaire de faire appel aux actions

duales de @ et B (voir Proposition [4.6)). Le poids invariant & gauche ¢ sur M; =< My est défini via la formule

¢ =g (¢1®1® )&

et on a
{yeDax)|yeNg,x € Ng,} €N,
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5.1 L’assortiment trivial 5 BIPRODUIT CROISE

e((yoDax)) =Ag, (y) ® Ay, (x), Vy e Ng,,Vx € Ny,

Ny = Vet ({((wpam) @ )W) @ Da(x) (7€ Z b€ Ty x € Ny b)©

ol J,, est l'algebre de Tomita de ¢ (voir [7]). Autrement dit, ¢ est donné formellement par ¢ = @1 ® @2,
transporté sur le biproduit croisé par ’action a.
Similairement, on peut munir M;>g M2 d’un poids invariant a gauche donné formellement par ¢1 ® @».

Tout comme dans le cas de la construction du groupe quantique dual, la construction des deuxiémes poids
invariants se fait en fabriquant ce qui correspondra aux antipodes unitaires des produits biproduits croisés.
L’idée est la suivante : nous voulons montrer que M ,< My et My=g Mo sont des groupes quantiques duaux.
Par la Section|§|7 on sait que si c’est bien le cas, 'antipode unitaire de M; > M2 doit étre donnée par la formule

R(x) = Jx*J, VxeM o< M2

ot J est la conjugaison modulaire du poids ¢ et de méme, l'antipode unitaire de M1>g M2 doit étre donnée
par la formule
R(x) =Jx"J, Vx e Mi>xgM>

otl J est la conjugaison modulaire du poids ¢. On peut donc définir ces applications R et R puis poser naturel-

lement les poids invariants a droite

v =¢pR et Y =¢R.
On obtient alors le théoréme suivant :
Théoréme 5.3. Les deus quadruplets (M1 ,< Ma, A, ¢, ¢) et (M1>g Mo, A, ¢,0) sont des groupes quantiques

et de plus, on a o
M1 a™ M2 = M1><1ﬁ MQ.

5.1 Premier exemple : I’assortiment trivial

Fixons (M1, A1), (M3, A2) deux groupes quantiques localement compacts. On pose Wy, W, Wl, WQ leurs uni-
taires multiplicatifs ainsi que ceux de leur dual respectif. Considérons I’application 7 = idas, gm,. 11 est clair que
les applications partielles a et B vérifient bien les axiomes demandés : ce sont les actions triviales. L’algebre de
von Neumann sous-jacente au biproduit croisé est alors

My < Mo = (Ml ®CUC® Ms)" = Ml ® Ms.

L’unitaire W est donné par R _
W =Wy 13®Wa 24
d’ou
W=3W's
= (W] 13 ® W5 50
= Wiz ®Ws 4
=Wi,13 ® Wa,24..
La comultiplication est donc naturellement donnée par
Ax®y) = (Wi13® Wa24)"(1© 10 x ® y)(W1,13 ® Wa24)
= (1@ @) (W;(1ex)W) ® (W3 (18 y)Ws))
= (180 ® (A1 (x) ® Ax(y)).

Pour construire le poids invariant a gauche sur My ,,, = M2, il nous faut tout d’abord déterminer la coaction
duale de a. Par la Proposition [1.6] elle est caractérisée par les égalités

a(1®y)=1®1Qy, Vye M,

Gx®1)=AP(x)®1, VxelM

1. Dont la construction ne nécessite pas la structure de groupe quantique mais uniquement l’existence du poids n.s.f. utilisé.
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5.2 Deuxiéme exemple : paire assortie de sous-groupes 5 BIPRODUIT CROISE

d’otl & = A°? @ ¢ est la coaction triviale de Mlep sur My ;= M2 (comme on pouvait s’y attendreA). Ainsi, pour
tous y € Ng,,x € Ny,, on a &((y ® 1)a(x)) = A°P(y) ® x d’olt par invariance a droite de ¢; pour A°P :
e((y® Da(x)) = g2~ (¢1 ® 1@ )&((y ® Na(x))

= o0 ($1 ® 18 1) (AP (y) @ x)

= p20”"' ((¢1 ® ) (AP (y)) ® 1)

= paa (g1())1@x)

= @20 (@1(1)1 ® ¢1(y)x)

= p2(P1(y)x)

= ¢1(y)e2(x)

= (1 ® p2)(y ®x)

et donc ¢ = ¢1 ® pa. Un calcul similaire montrerait que ¢ = ¢1 ® @2, ce qui implique notamment que J = J; ® Jy
ou les conjugaisons modulaires avec des indices correspondent a My et Ma. L’antipode unitaire de My , ; < est
donc donnée par

Rx®y) =J(x®y)J
= (1 ®J2)(x" ® y) ()1 ® J2)
= (J1x*J1 ® Joy*J2)
= R1(x) ® Ra(y)
=R ®R:(x®Y)
pour tous x € Ml,y € My dou R = Iél ® Ry et donc

¥ =¢R
= (¢1® 92)(R1 ® Ry)
= ¢1R ® pR,
=1 ® Yo

Finalement, I’assortiment trivial correspond exactement au produit tensoriel M; ® Mo.

5.2 Deuxieme exemple : paire assortie de sous-groupes
Considérons deux groupes localement compacts a base dénombrable G et H. On notera
(L*(G),Ag.¢G.¥G) et (L™(H),Au,¢on.Yn)

les groupes quantiques associés. On suppose que G agit & gauche sur H via @ : G — Bij(H) et que a est
mesurable et non-singuliere. On suppose également que H agit a gauche sur G via 8 : H — Bij(G) et que B est
mesurable et non-singuliere. Par la Section [4 on sait que @ et 8 induisent les applications

L®(H) — L®(GxH)=L"(G)®L(H)
f - [(g,5) — flags)]

g L¥(G) — L™(G x H)
o f = [(g,9) — f(Bs8)]

et que a et o sont des coactions a gauche. On pose ’application

L®(GxH) — L*(G x H)
f = [(g,8) = f(Bsg ags)] ~

Remarquons que m est un *-morphisme et que
7(1®) =a, (-®1) =p.
Pour que m soit un assortiment, il faut donc vérifier que m est injectif et qu’on a les égalités

T13(@ ® )Ay = (1t ® Ay)a et T93023(B ® )Ag = (Ag @ 1)B.
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5.2 Deuxiéme exemple : paire assortie de sous-groupes 5 BIPRODUIT CROISE

Or,si f € L°(H), on a
T13(@ ®@ VAR (g, 5.1) = f (ap, (o) (9)ag(1))

et si f € L*(G), on a
723023(B® OAG f (g, h,5) = f (Bay,(5)(8)Bs(h))

donc m est un assortiment deés lors qu’on a les égalités presque partout (notées x) :
ap, (g)()ag(t) = ag(st) et Ba,(s)(8)Bs(h) = Bs(gh).

Nous allons voir une famille d’exemples d’actions de groupes qui vérifient ces deux équations. On fixe pour cela
un groupe localement compact G d’élément neutre e.

Définition 5.4. On dit que (G1,G3) est une paire assortie de sous-groupes si
e G1,Go sont fermés dans G.
e G1 NGy ={e}.
e G1Go est un ouvert de mesure pleine de G.

G1XG2 — G1G2

e L’application 0 : (0) = est un homéomorphisme.

Mentionnons qu’il est possible d’affaiblir les hypotheses sur G et G2 afin d’exprimer des conditions portant
uniquement sur les structures d’espaces mesurés. Fixons une paire assortie (G1,G2) de sous-groupes de G et
posons

G xXGos — GoGy

(85) = s'g’

0= 9_1(G1G2 NG2G1),
O = K_I(G1G2 NG2Gy).

L’application k16 est alors un homéomorphisme de O sur O’. Si (g, s) € O, il existe un unique couple (x,y) € O’
tel que gs~! = y~!x. On pose alors ags =y et B¢ = x. Les deux applications « et § ainsi obtenues sont donc
caractérisées par

o - o’
(89) — (Bgoags)’

gs_l = (ags)_lﬂsg’ V(ga s) € 0.

Remarquons que a et B sont continues et donc mesurables, en effet si (g,, ), € O converge vers (g,s) € O,
on a

(B, a) :

K(ﬁsn (gn)’a'gn(sn)) = a’gn(sn)_llgsn(gn)) = gnS;1 n—>—oo> gs_l = a'g(s)_lﬁs(g) = K(ﬂs(g)’ag(s))~

Or, k est un homéomorphisme car 6 en est un donc on a

(ﬁsn (gn), g, (sn)) YH—DC> (Bs (g), (lg(S)).

Nous allons voir que @ et 8 sont des actions de groupes (définies presque partout) qui vérifient les équations *.
Considérons (g,s) €e O et h € G1. On a

(h,a4(s)) €0 = ha/g(s)_1 € GGy
— hay(s)7'Bs(g) € G2Gy
= hgs_l € GoGq
— (hg,s5) €0
et si (h, aq(s)) € O alors

ang(s) "' Bs(hg) = hgs™"
= hag(s) ' Bs(8)
= (ah(a'g(s)))_lﬁag(s)(h)ﬁs(g)

d’ou

ang(s) = an(ag(s)) et Bs(hg) = Bay(s)(MBs(8)-
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De la méme maniere, si (g,s) € O et t € G2, on a
(Bs(8),1) €0 = (g,15) €O
et dans ce cas, on a les égalités
Bis(8) = Bi(Bs(8)) et ag(ts) = ap,(g)(Neag(s).
Enfin, il est clair que pour tous g € G1 et s € G2, on a (g, e), (e,s) € O et que de plus
ag(e) =e, ae(s)=s, PBsle)=e, Pe(g) =38

Il ne nous reste plus qu’a montrer que @ et 8 sont non-singulieres et définies sur un ensemble de mesure pleine.
Nous avons pour cela besoin d’un lemme technique reliant les mesures de Haar de G1,G2 et G.

Lemme 5.5. Il est possible de faire un choiz de mesures de Haar a gauche sur G,G1,Go tel que pour
toute fonction borélienne positive sur G on ait

/ Flgs Vo6 (s )dgds = / Fo)de = F(s719)66(8)56, (866, (s~ 1)dgds.
G1xGa G G1xGa

Démonstration.
Fixons une mesure de Haar a gauche sur G. Pour f € C.(G1 X G2), posons

F=1g9)  f(g506(s)] €Cc(G1xGa) et o(f) = /G f o6 (x)dx.

Il est clair que ¢ est une forme linéaire positive sur C.(G1XG2) donc par le théoréme de représentation de Riesz-
Markov, ¢ est l'intégration par rapport a une certaine mesure de Radon y sur G1XGy. Montrons que cette mesure
est invariante a gauche. Soit f € C.(G1XG32) et (h,t) € G1 XGo. Posons F = [(g,s) — f(hg,ts)] € C.(G1XG2).
Soit x € Q et (g,5) € Gy X Gg tel que x = gs™!. On a

Fo# Y(x)=F(gs)
= f(hg.15)6G(s)
= f(hg.15)56(15)6G (1™")
= f(hg,15)6G(t™")
= fo0 Y (hxt™Hoc(t™h)

o(F) = /G Fx) 067 (x)dx = /G Fo o™ (hxt ™Yo (1) = /G Foo  (Wdx = o(f).

Ainsi, u est invariante a gauche et correspond donc a une mesure de Haar sur G; X Ga. 1l est donc possible de
fixer des mesures de Haar sur G et G2 de sorte que pour toute fonction f € C.(G), on ait

/ f(g,s)dgds = / fo6 1 (x)dx.
G1xXGa G

L’égalité étant vraie pour toute fonction continue a support compact, elle ’est pour toute fonction borélienne
positive. Ainsi, si f est borélienne positive sur G, la fonction §g étant positive, on a (en inversant la formule)

/ Fl)dx = / Flgs™Ho6(s™).
G G1xXGo

Ce qui implique également que

/ Fx)dx = / F o6
G G
- / F(sg™ )66 (s )o6(s")dgds
G1xXGa

- / (s 9)66(8)56, (866, (s 1)dgds.
G1XGo

On en tire directement le corollaire suivant.
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Corollaire 5.6. Pour tout borélien A de G1 X Ga, on a équivalence entre :
(i) A est négligeable dans G1 X Ga.
(ii) O(A) est négligeable dans G.

(iii) k(A) est négligeable dans G.

En particulier, si A C Q est négligeable alors 01 (A) est négligeable.

L’application 6 étant une injection, on a §(0¢) C 8(0)° = (G1G2NG2G1)€. Or, G1G4 étant un ouvert de mesure
pleine de G1G3a, c’est également le cas pour GoG; d’apres le Corollaire étant donné que ((G1G2)°)~! =
(GQGl)C. Ainsi,

1 (0(09) < u((G1G2NG2G1)°) = u((G1G2) U (G2G1)°) < u((G1G2)°) + 1 ((G2G1)) =0

d’ou par le Corollaire O est de mesure pleine. On en déduit que @ et B sont bien densément définies.
Considérons maintenant K ¢ Gy de mesure nulle. On a
0(a " (K)) ={gs™" | (g.5) € G1 X G2, a4(s) € K}
= {a,(5)"'Bs(2) | (8,5) € G1 X Ga, g (s) € K, Bs(g) € G1}
= k(m™*(G1 x K)).
Or, K est de mesure nulle donc G; X K aussi et par le Corollaire k(m~1(G1 x K)) est également de mesure
nulle. Une fois de plus par le Corollaire on en déduit que a !(K) est de mesure nulle et donc, @ est
non-singuliere. De la méme maniere, si K € G est de mesure nulle, on a
(B~ (K)) = {gs™" | (8.5) € G1 X G2.Bg(s) € K}
= {ag(s)_lﬁs(g) | (g’ S) € Gl X GZ,,Bg(S) € K?“S(g) € G2}
= k(m (K x G2))

d’ou1 B est non-singuliére.
D’apres ce qui a été fait précédemment, ’application

L®(G1xGy) — L®(G1 xG2)
f = [(8.5) = f(Bs(8) ag(s))]

est un assortiment, a condition qu’elle soit injective. L’injectivité ne pose en fait pas de soucis : I'application m
correspond simplement a la composition par (B, @), qui est bijective de O dans O’ par définition. On peut donc
former les biproduits croisés L*(G1) < L*(G2) et L¥(G1)>xg L*(G2) et les munir d’'une structure de groupe
quantique. Nous allons maintenant déterminer la structure de bigebre de L*(G1)>g L*(G2).

Jusqu’a la fin de cette section, nous noterons (L*(G1), A1) et (L*(G2), A2) les groupes quantiques associés a
G1 et Go. Nous noterons W1 et Wa les unitaires multiplicatifs correspondants. Nous noterons également (M, A) le
groupe quantique associé a L*(G1) o, L*(G2) et donc (M, A) le groupe quantique associé a L¥(G1)»g L*(G2).
Posons W T'unitaire multiplicatif de (M, A), c’est-a-dire

W=Be:o)(W:e1)(1e®a)(l® Ws).
Nous admettrons la formule
WF(g,5,h,t) = F(g,ag (g)-11(1)s, Bs(8) 'h,t) VF € L*(G1 X G2 X G1 X G2)

donnée dans [9] & la Section 4.4.
Ainsi, pour tout F € L?(G1 x Ga X G1 X G3), on a

W*F(g’s9h’ t) = F(g’a’h(t)_ls’ﬂah(t)’ls(g)h’ t)

Nous pouvons maintenant déterminer la comultiplication sur L*(G1)=g L*(G2) :
SixeGoet FeL?(G1xXGyxG1xGy),on a

AA)F(g, s, h 1) =W (1®1®1® A )WF(g,s, h,1)
=(1®1®1®A)WF(g, an(t)™'s, Bu, 1)-15(8)h,1)

= WF(g’ ah(t)_ls’ Bwh(l)’ls(g)hix_lt)
= F(g, an(x"'"an(t) s, h,x7't)

= F(g,ap,n) (x~Ys, hyx"11)
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et si f € L*(G1), on a . .
AB(f) (g, s, ht) = (BRBA(f) (8,5, h 1) = f(Bs(8)B:(h)).

On voit ainsi que le groupe quantique M n’est ni commutatif ni cocommutatif dés lors que 8 n’est pas action
triviale. En effet, d’'une part, M n’est pas commutatif car il est engendré par C ® W*(G2) et B(L*(G1)) et ces
éléments ne commutent pas : si f € L*(G1) et x € Go, on a

(1@ 1)B(f) = B(H(1®A,) & VF € L*(G1 x G2), (1 ® 1,)B(f)F = B(f)(1 ® A,)F
& VF € L*(G1 X G2), f(By-14(8))F(g,x~ ") = f(Bs(g))F(g,x™") presque partout
& f(Be14(8)) = f(Bs(g)) pour presque tout (g,s) € G1 X Ga

donc si M est commutatif, 8 doit étre triviale.
D’autre part, si (M, A) étant cocommutatif, la formule établie précédemment pour A(1y avec x € Go implique
que pour tout x € G2, on aurait ag, () (x~1) = x~! pour presque tout (h,t) € G1 X Go donc a serait triviale et
donc B aussi.

Finalement, nous allons donner un exemple d’un groupe G localement compact a base dénombrable possédant
une paire de sous-groupes assortis. Considérons le groupe

_Jx Y
ax+b—{0 1

€ GL2(R) | x e R,y ER}

ainsi que ses deux sous-groupes

x 1-—x

0 1

Glz{[)(; g] € GLy(R) |x€R*} et {

] € GLa(R) |xeR*}.

11 est clair que G1 et G4 sont tous les deux fermés dans ax + b et que G1 N Go = {I3}. De plus, on a

x 0 1- X
GlGQZ{O 1”3 1y |x,yeR}
- { xoy x(ll‘y)] € GLy(R) | x,y ER*}
et pour (z,7) € R* XR, le systeme - admet une solution (x,y) € R* XR* si et seulement si ¢ + z #
R* X R, le systé %—Zy)—r d 1 R* X R 1 0

donc on a
X —x

(G1G2)° = {[0 1

Ainsi, G1G2) est un ouvert et comme une mesure de Haar a gauche sur ax + b est donnée par dA = #dxdy,

€ GLa(R) | x € R*} )

(G1G2)¢ est de mesure nulle. Finalement, I’application

G1XG2 — G1G2

01 “AB) — AB

étant rationelle et d’inverse rationnel donné par

G1 GQ — G1 X G2
Xy x+y 0] [=2 -I]),
0 1171 0 1
c’est un homéomorphisme.

0 1
Le couple (G1,G32) est donc une paire assortie. Pour finir, déterminons les actions « et B8 associées. Rappelons
qu’elles sont caractérisées par 1’égalité

[

AB™! = a,(B)"1Bs(A), V(A,B) €0 1(G1G2NG2Gy).

Comimne on a

G2Gy = {[xoy 1?] € GLo(R) | x,y eR*} - {[’O“ {] € GLo(R) | x €R*,y e R\{1},x + ¢0},

on a

9_1(G1G2 NG2Gq) = {(

x*y Y
G T [

_Ifx O [y 1=y "
—{([0 1],[0 1 ])lxeR,yeR,xy¢x+y}.
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Soit donc (A, B) = ([)(; (1)] , [g ! Iy]) €071(G1G3 N G3G1). On a

-1
x Of|ly 1-vy — x+yy—xy 1= x+yy—xy x+yx—xy 0
0 1110 1 0 1 0 1

donc les actions @ et 8 sont données par

Y Y

1 —X— 0
(IA(B) = [“yO—Xy X+y—xy] et ,BB(A) — [x+y0—xy ] .

1 1

5.3 Troisieme exemple : P’assortiment canonique entre un groupe quantique et
son dual

Etant donné un groupe quantique localement compact (M, A, ¢, %), il est possible de définir un assortiment
entre M et M via son unitaire multiplicatif W. Nous suivrons ici la construction proposée dans la Section 8 de
larticle de S. Baaj et S. Vaes [I].

L’unitaire multiplicatif W appartenant &4 M ® M, on peut poser Papplication m : M ® M — M ® M définie par

m(x®y) =Wk ®y)W*, VxeM,VyeM.
Posons également,

o M — MeM ct B: M — MeM
Ty —» m(ley)=WAey)Ww* Tx o= mxel)=Whxel)W* -’

Nous admettons ici que W vérifie I'équation (A®¢)(W) = Wi3Wag et donc par symétrie que (A®¢) (W) = Wy3Was.
On a alors la relation
®A)(W) = (1@ A)((ZWE))
= (L®A)(eW)*
= (012003(A ® ) (W))*
= (0'120'23(W13W23))*
= T12023 (W33 Wi3)
= 012023(W32W31)
= WizsWi2
Pour tout y € M, on a
(t®a)a(y) = (te®a)(W(ley)W)
=WasWi3(1® 1@ y)W W5,
= (AP @ )(W)(AP(1® ) (AP @ )(W)"
= (AP @) (W(l®y)W")
= (AP ® )a(y)
donc @ est une coaction a gauche de (M, A)°P sur (M, A). Similairement, pour tout x € M, on a
(BeYB(Kx) = (BRY)(W(x®1W")
= WieWis(x ® 1 ® )W Wi,
=(L@AP)W)(t®AP)(x ® 1) (t ® A°P)(W)*
= (L® AP)(W(x ® )W)
= (1® A°P)B(x)

donc B est une action a droite de (M, A)°P sur (M, A) et par la Proposition o est une action a gauche de
(M, A) sur (M,A). .
De plus, d’apres la relation (¢ ® A)(W) = Wi3Wi2, on a pour tout y € M

(e Na(y) = (@A) (W(ley)W")
= (@ AYW)(t® A)(1®y)(t® A)(W)*
= WisWia(1 ® A(y)) Wi, Wiy
= Wiz(a ® OA(y)Wi,
= 113(a ® YA(y)
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et par la relation (A ® ¢)(W) = Wi3Was, on a aussi

(AP ®)B(x) =012 (A® ) (x ® 1))
=012 (A® ) (W(x® )W)
=2 (A )(W)(A®)(x® 1)(A®1)(W)")
= WasWi3 (AP (x) ® 1)Wi3W5s
= 123023(8 ® 1)A°P (x)

pour tout x € M donc a et B sont assorties au sens de la Définition [5.2}
Ainsi, 'application m est un assortiment et on peut donc considérer le groupes quantique

(M°P =< M,A).

Cet assortiment ne permet cependant pas de construire plus de groupes quantiques que nous le permettent le
deux assortiments précédents, c’est I’'objet du théoréme suivant, dont la preuve peut étre trouvée dans la Section
8 de [1].

Théoréme 5.7. L’application Adw-+ est un isomorphisme entre

(M . <M,A) et (M'OM,(1®c®u)(A ®A)=(MP, . xM,(1®0c®i)(AP ®A)))

triv
au sens ot
(i) Uapplication Adw-~ est un x-isomorphisme,

(ii) Vapplication Adw- est un comorphisme : (Adw+ ® Adw+)A = Adw-(1® & ® 1) (A ®A).
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CONCLUSION

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons vu qu’il est possible de généraliser la notion de groupe localement compact en
remplacant la structure de groupe par une algébre de von Neumann munie de structures supplémentaires. Cette
définition permet également d’obtenir I'existence de ’antipode en tant que théoréme et non comme un axiome
comme c’est le cas pour les algebres de Kac. Nous avons ensuite montré que la notion de groupe quantique
localement compact est bien une généralisation de la notion de groupe en construisant les L*(G) et W*(G)
a partir d'un groupe localement compact & base dénombrable G. Apreés avoir vu comment associer a tout
groupe quantique un autre groupe quantique appelé groupe quantique dual, nous avons montré que les groupes
quantiques L*(G) et W*(G) sont le dual I'un de 'autre. Cette dualité constitue bien une généralisation de la
dualité de Pontryagin des groupes abéliens localement compacts un fois que l'on a identifié¢ les C*-algebres CO(G)
et C: ,(G) via la transformée de Fourier. Dans la Section {4} nous avons vu une généralisation naturelle de la
notion d’actions de groupes pour les groupes quantiques et nous avons également vu un théoreme de dualité
pour les coactions de groupes quantiques. Enfin, dans la Section [5] nous avons vu que la catégorie des groupes
quantiques localement compacts contient bien des objets non associés a des groupes localement compacts en
étudiant une méthode de constructions de groupes quantiques : c’est le biproduit croisé d’une paire assortie.

L’écriture de ce mémoire a été pour moi la parfaite occasion d’en apprendre plus sur les algebres d’opéra-
teurs en général et de travailler pour la premiere fois sur des articles de recherche. Je tiens a remercier tres
chaleureusement V. Gayral pour avoir accepté de m’accompagner dans ce projet. Son aide m’a été tres précieuse
durant toute 1’écriture de ce manuscrit, nos discussions et ses conseils furent trés enrichissants.

36



A ALGEBRES D’OPERATEURS

Annexes

A Algebres d’opérateurs

L’entiereté de ce mémoire reposant sur les algebres d’opérateurs sur un espace de Hilbert, nous rappelons
ici quelques définitions et résultats dont nous aurons besoin.

Définition A.1.

Une C*-algébre est la donnée d’une algébre de Banach M et d’une isométrie antilinéaire, antimultipli-
cative et involutive * : M — M vérifiant
x| = [lx]1?

pour tout x € M. On dit alors que * est une involution.
Si M et N sont deux C*-algébres, on appellera x-morphisme tout morphisme d’algébre f : M — N vérifiant
f(x*) = f(x)" pour tout x € M.

Si Z est un espace de Hilbert, toute sous-algebre de B(#’) stable par adjoint et fermée pour la topologie
normique est une C*-algebre. Réciproquement, si M est une C*-algebre alors il existe un espace de Hilbert #
et un =-morphisme isométrique 7 : M — B(F).

Les algebres d’opérateurs dont nous aurons besoin sont un cas particulier des C*-algebres.

Définition A.2. Soit Z un espace de Hilbert. Si A C B(H), on appelle commutant de A ’ensemble
A'={T e B(X)|VYU € A,TA = AT}.

On appelle algébre de von Neumann sur Z toute sous-algébre uniféere M de B(¥') stable par adjoint vérifiant
M" =M.

Cette hypotheése sur le bicommutant de M étant purement algébrique, elle admet en fait un équivalent
analytique qui s’exprime a l'aide des topologies localement convexes classiques sur 8(#). Nous rappelons
rapidement leurs définitions.

Définition A.3. Soit Z un espace de Hilbert. On appelle
(i) topologie forte des opérateurs la topologie initiale sur B(I') pour les applications T — Tx avec x € H.

(ii) topologie o -forte la topologie initiale sur B(F') pour les applications

THZTx,,

n>0
avec (Xp)nen € C2(N, ).
(iii) topologie forte-x la topologie initiale sur B(H) pour les applications T — Tx et T — T*x avec x € H.
(iv) topologie o-forte-+ la topologie initiale sur B(F') pour les applications

THZTxn et THZT*xn

n>0 n>0

avec (xp)nen € C2(N, ).

(v) topologie faible des opérateurs la topologie initiale sur B(F) pour les applications T — (Tx|y) avec
x,y € H.

(vi) topologie o -faible la topologie initiale sur B(FI) pour les applications

T Y (Txalyn)

n>0

avec (Xp)nert, Vn)nen € 2 (N, ).
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Théoréme (du bicommutant de von Neumann). Soit # un espace de Hilbert et soit M C B(H) une
sous-algébre unifére stable par adjoint. Le bicommutant M" de M coincide avec les adhérences faible, forte,
forte-x, o-faible, o-forte et o-forte-x de M. En particulier, M est une algébre de von Neumann si et
seulement st M est fermée pour ['un de ces topologies.

Les algebres de von Neumann sont donc des cas particuliers de C*-algebres. Elles admettent en fait une carac-
térisation parmi les C*-algebres.

Théoréme A.5. Soit # un espace de Hilbert et soit M C B(I') une C*-algébre. On a équivalence entre
M est une algebre de von Neumann. <= M admet un prédual.

et lorsque M admet un prédual, il est composé des restrictions ¢ M des formes linéaires o -faiblement
continues sur B(F). En particulier, la topologie faible-+ héritée du prédual de M et la topologie o -faible
héritée par B(H') coincident.

La topologie o-faible étant intrinseque a M, c’est celle que nous privilégieronsﬂ

Si M, N sont des algébres de von Neumann sur #; et #>, leur produit tensoriel algébrique M © N est une
sous-algebre involutive unifére d’opérateurs sur le produit d’espaces de Hilbert %1 ®%%. On note M ® N I’algébre
de von Neumann (M @ N)” et on dit que c’est le produit tensoriel des deux algebres de von Neumann M, N. On
a alors I'égalité (M @ N)' = M’ @ N’.

Si M est une C*-algebre, on dit qu’'un élément x € M est positif si et seulement si il existe y € M tel que
x = y*y. On note alors M* I’ensemble des éléments positifs de M. On pose alors un ordre partiel sur M* en
définissant pour a,b € M* la relation

a<h & b-aeM".

Dans le cas ot M est une algebre de von Neumann, I’ensemble M™* possede également une propriété de borne
supérieure remarquable.

Proposition A.6. Soit M est une algébre de von Neumann. Si (x;)ie; € (M*)! est une suite généralisée
croissante, l’ensemble {x; | i € I} admet une borne supérieure x dans M* et (x;)ie; converge o-faiblement
vers x.

Durant la construction des groupes quantiques classiques, nous aurons besoin de plusieurs lemmes techniques
classiques concernant la topologie o-faible.

Lemme A.7. Soit # un espace de Hilbert. Le produit tensoriel algébrique B(H) © B(H') s’injecte dans
= o B(H)OBH) — B(HRI)

B(HQRI) via 'application (A.B) > A®B=[r®yw Ax® By

dense dans B(HRI). On a donc B(H) ® B(H) = B(HRK) en tant qu’algébres de von Neumann.

et son image est o -faiblement

Démonstration.

HXH — HQH
(x,y) = Ax)®B(y) R

BIYXB(H) — B(HRIKX)

(A,B) — A®B
induit une application linéaire ¥ : B(%#) ® B(¥) — B(H®F). Montrons qu’elle est injective.

Soit (A;)ier une base de B(#'). Considérons A € B(#') ® B(¥') telle que ¥(A) = 0. Il existe J C I fini une
famille (@;j)(; j)es2 de scalaires tels que F = Z @;jA; ® A;. Fixons y € . Pour tout x € #, on a

ij

Soient A, B € B(#'). L’application bilinéaire continue AXB : induit un opérateur

borné A®B sur Z @ qui envoie x®y sur A(x)®B(y). L’application bilinéaire

4

Z (Z aijAj(y)) Ai(x) =0.
7

Or, la famille (A;);er est libre donc on a @;;A;(y) = 0 pour tout i € J et ce, pour tout y € #. Encore par liberté,
on obtient donc «;; = 0 pour tout (i, j) € J? dott A =0 et WP est injective.

1. Les topologies o-forte et o-forte-* sont en fait également intrinséques mais nous préférerons tout de méme utiliser la topologie
o-faible.
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De plus, on a (B(#Z) @ B(X)) = B(Z) @ B(#) =C®C d’ou

B(H) e B(H)  =(BF)RBH)) =(CRC) = B(HIK).

Proposition A.8. Soient M et N deuz algébres de von Neumann et soit m : M — N une application
linéaire. m est o-faiblement continue si et seulement si m induit une application 'm : N, — M, i.e. si et
seulement st pour tout w € N, on a wom € N,.

Démonstration.

Supposons que 7 est o-faiblement continue. Alors, pour tout w € N,, wor est linéaire et o-faiblement continue
car w et m le sont d’ott wom € M,.

Supposons réciproquement que pour tout w € N,, on a won € M,. n étant linéaire, il suffit de vérifier sa o-faible
continuité de m en Ops. Soit donc (x;)ic; € M' convergeant o-faiblement vers x € M. Pour tout w € N,, won
est o-faiblement continue d’ot w o m(x;) = w(n(x)) tend vers 0. Ainsi, (7(x;));e; tend o-faiblement vers Oy et
7 est bien o-faiblement continue. O

Lemme A.9. Soit # un espace de Hilbert. Pour tout S € B(¥'), les applications B(ﬁi”) : B(ZZ@@?)

BFH) — BIHX)

et T . SeT sont o -faiblement continues.
Démonstration.
2 2
On pose 7 : B(L°(G) — B(L(GXGE)) . Soient &1, &9, 1,12 € L?(G). Pour tout T € B(L?(G)), on a

T — T®S

"M wer,m ®Wey ) (T) = Wy ® Wey 1y, (1(T))
=W ®We,n,(TOS)

we i (T) @ ey, (S)

(S&2|n2) wey yy (T)

ot 'm(we,n O®Wey,n,) = (SE2IN2) e, 1y € B(L?*(G)).. En notant E = {we,m ®wey py | E1,E2,m1,1m2 € L?(G)},

on a ‘n(E) ¢ B(L*(G)).. Etant donné que 7 est continue, elle est norme-continue et ‘7 est également norme-

continue. Ainsi, ‘7 (E”'”) C B(LQ(G))*”'|| = B(L%(G)).. Or, E est norme-dense dans 8(L?(G x G)), donc on a

'n (E”’”) c B(L%(G x G)), et par la Proposition 7 est o-faiblement continue.

L’application T +— S ® T' coincidant avec Xx, elle est également o-faiblement continue. o

BH) — BFK)

Lemme A.10. Soit #Z un espace de Hilbert et U € B(F) unitaire. L’application Ady : T — UTU*

est o-faiblement continue.

Démonstration.

Soit (T;)ier € B(F)! une suite généralisée qui tend o-faiblement vers 0. Soient (£,),, (17:)n € # deux suites de
carré sommable. U étant unitaire, les deux suites (U*¢&,), et (U*n,), sont également de carré sommable. On a

D Adu(T)éalm) = ) (UTU"Elna)
= > (U &)U D)

—0

[—+00

d’ot Ady (T;) tend o-faiblement vers 0. Ady étant linéaire, on en conclut que Ady est o-faiblement continue. O
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B Mesure de Haar

L’entiereté de ce mémoire reposant sur la mesure de Haar d’un groupe localement compact, nous présentons ici
sans preuve les résultats principaux qui seront constamment utilisés ainsi que quelques lemmes techniques sur
les groupes topologiques. Pour plus de précisions sur la mesure de Haar d’un groupe localement compact, se
référer a [2].

Soit (E,7T") un espace topologique séparé et B la tribu borélienne de E. On appelle mesure de Radon toute
mesure u sur B qui vérifie les trois conditions suivantes :

(i) Pour tout O € 7, on a u(0) = sup u(K),
KcO compact

(ii) Pour tout A € B, on a u(A) = inf  wu(0),

AcO ouvert

(iii) Tout élément x € E admet un voisinage de mesure finie.

Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure de Radon est dite invariante a gauche si et
seulement si pour toute fonction f € C.(G) et tout g € G on a

/ Fle0du(x) = / FEO)du).
G G

Il est équivalent de dire que pour tout A € B et tout g € G on a u(gA) = u(A). On définit également les mesures
de Radon invariante a droite par les conditions équivalentes

(V] € C.(G)) (Vg € G). /G Fleg)du(x) = /G FOdut) ot (Yg € G)(YA € B). u(Ag) = u(A).

Théoréme B.1. Si G est un groupe topologique localement compact, il existe une mesure de Radon in-
variante d gauche sur G et une mesure de Radon invariante a droite sur G. FElles sont de plus uniques a
facteur strictement positif pres.

De telles mesures sont appelées mesures de Haar a gauche ou a droite. Il est clair que si u est une mesure
de Haar & gauche (resp. & droite), A — u(A~!) est une mesure de Haar & droite (resp. & gauche).

Proposition B.2. Soit G un groupe localement compact et u une mesure de Haar sur G.
(i) Tout ouwvert non vide est de mesure non nulle.
(i) Tout compact est de mesure finie.

(iii) Toute fonction continue positive d’intégrale nulle est nulle.

Dans toute la suite, on fixe G un groupe localement compact et y une mesure de Haar sur G. Si g € G,
I'application g : A — u(Ag) définit une mesure de Radon invariante a gauche sur G donc il existe dg(g) € R}
tel que ug, = dg(g)u. Remarquons qu’on a alors

/G £ g (x) = /G Flegdu(x) = /G Flexg™H)du).

LY(G) —  LYG)
o= = feyl

LY(G) — LY(G)
[ e fOT)]

Pour y € G, on pose 4, : ainsi que R, :

Théoréme B.3. Soit G un groupe localement compact et u une mesure de Haar a gauche sur G.
(i) SiyeG et fe LY (G), ona

/ e e) e el ) / e
G G

1) La fonction modulaire 6g : G — R% est un morphisme continu.
( ) + 4

(iii) Si f € L'(G), on a f5g' € LY(G) et Lf(x_l)6g(x_1)dp(x) = /Gf(x)dp(x).

(iv) Si G est abélien ou si G est compact, on a g = 1.
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Corollaire B.4. Soit G un groupe localement compact, u une mesure de Haar a gauche et v une mesure
de Haar a droite. Si A C G, on a l’équivalence

u(A) =0 < v(A) =0.

Lemme B.5. Sil<p <+ et f € LP(G), lapplication y — A, f est continue de G dans LP(G).

Lemme B.6. Soit G un groupe topologique séparé. Si A, B C G sont compacts alors AB [’est aussi.

Démonstration.

Soit (a;b;)ic; une suite généralisée a valeurs dans AB. A étant compact, il existe une sous-suite convergeante
(ap(i))ier de (a;)ics. B étant compact, il existe également une sous-suite convergeante de (byoy (i))icr de (bi)icr-
La continuité de la multiplication dans G implique alors que la sous-suite (dgoy (i)D poy (i) )icr de (a;ib;)ic; converge
et donc AB est compact. O

C Identification de produits tensoriels

Nous allons montrer que L* (G XG) peut s’identifier au produit tensoriel d’algébres de von Neumann L*(G)®
L®(G). Avant d’établir cette construction, nous allons expliciter un isomorphisme isométrique entre le produit
tensoriel d’espaces de Hilbert L?(G)®L?(G) et 'espace de Hilbert L?(G x G) de sorte que le produit tensoriel
L®(G) © L®(G) puisse s’injecter dans B(L?(G X G)).
L?(G)x L*(G) — L?(G x G)

(f.8) = [(xny) = f(0)g()]
elle induit donc une application linéaire B : L?(G)©L?(G) — L%(GxG) qui envoie f®g sur [(x,y) — f(x)g(y)].

On pose B : . C’est une application bilinéaire sur L2(G)xL?(G) et

Lemme C.1. L’application B est une isométrie.

Démonstration.

Soient f,g,h, k € L%(G). On a
(B(f®g)|B(hek)) = / F)g(y»)h(x)k(y) d(u® ) (x,)
GxG

- / FEORDdu(x) / ¢ (IROIAu()
G G

= (flh) (glk)
=(feglhek).

Ainsi, B conserve le produit scalaire et est donc une isométrie. O

L’application B se prolonge donc en une isométrie définie sur L?(G)®L?(G).
Théoréme C.2. L’application B : L>(G)®L?*(G) — L*(G x G) est un isomorphisme isométrique.

Démonstration.

D’aprés ce qui précede, il suffit de montrer que B est surjective. G étant a bases dénombrables de voisinages,
L?(G) est séparable et admet donc une base Hilbertienne (¥,)nen. Si (k,1), (m,n) € N on a

Wi @ Yilym @ Yn) = /G GV Y1 (MY m () (y) d(p ® p) (x,y)

- / V(T (O (x) / U Iy
G G

=5km61n

= 6 (k1) (m,n)-
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Donc la famille (¢, ® ¥m)n,men est orthonormale dans L?(G x G).
Soit F € L%(G x G) orthogonale a la famille (¥, ® ¥)n.men. Pour tous n,m € N, on a

0=/' F () Im om0 d(1 ® ) (x. y)
GxG

=//memm@mmm@w.
G JG

Ainsi, si n € N est fixé, 'application définie presque partout y — / F(x,y)¥,(x)du(x) est orthogonale a la
G

famille (¥,)men d’ot / F(x, y)¢, (x)du(x) = 0 pour presque tout y € G. Ceci étant vrai pour tout n € N, pour
G

presque tout y € G fixé, la fonction définie presque partout x — F(x,y) est orthogonale a la famille (¥,),en
et donc F(x,y) = 0 pour presque tout x € G. Finalement, on a F(x,y) = 0 pour presque tout (x,y) € G? d’ou
F =0. La famille (¥, ® ¥)n.men est donc une base Hilbertienne de L2(G x G) et en particulier, B est d’image
dense. o

Pendant tout le reste de cette section, on identifiera L?(G)®L?(G) et L?(G x G). On pose également I’ap-
L*(GxG) — B(L*(GxG))
= omyp=[g— fgl’
Procédons désormais a la construction de L¥(G) ® L¥(G). On peut construire, de la méme maniere que
pour L%(G), une application linéaire B : L*(G) ® L®(G) — L®(G x G) qui envoie f®g sur [(x,y) — f(x)g(»)].

plication m :

Proposition C.3. L’application B : L®(G) ® L®(G) — L®(G x G) est injective.

Démonstration.

Soit (fi)ies une base de Hamel de L*(G). Considérons F € L*(G) © L®(G) telle que B(F) = 0. Il existe
J c I fini et une famille (a;;)(; j)es2 de scalaires tels que F = Z ;i f; ® fj.
iy
G étant o-compact, il existe une suite croissante (Ky)y>1 de compacts de G telle que G = U K. Renommons

s>1
les éléments de J par 1,...,n et montrons par récurrence finie qu’il existe s > 0 tel que filk,,..., fulk, soient
linéairement indépendants.
Initialisation : Comme f; # 1, il existe s > 0 tel que filk, # 0 et I'indice s convient donc.
Hérédité : Soit 1 <k <n—1 tel qu'il existe i > 1 tel que (filk;,..., frlk,) soit libre. Considérons deux cas :
o Si 1k, fis1 € Vect(filk,, ..., filk,), la famille (filk,, ..., fk+11lk,) est libre donc 'indice i convient.
o Si 1k, fis1 € Vect(filk,, ..., fklk,), il existe d’uniques scalaires Ay, ..., Ak € C tels que
k
Sl = ZﬂjfjllK,--
j=1
La famille (f1,..., fr+1) étant libre, cette égalité ne peut pas étre valable pour tout s > i si on remplace i
par s. Il existe donc s > i tel que
k
Jenlg, # ) A, filk,.
j=1

Supposons que fii11lk, € Vect(filk,,..., fclk,). Il existe donc u1,. .., ux € C tels que

k
Jenlg, = Zﬂjfj]le

mais comme K; C K, cela implique que
k
Sk, = Zﬂjfj]lK,:-

Par unicité des scalaires (4;);, on a A; = u; pour tout j d’out

k
Sree1lg, = Z A filk,
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ce qui est absurde. Ainsi, fi+1lk, ¢ Vect(filk,,..., fxlk,) et comme (filk,,...,fklk,) est libre, ceci
implique que (filk,, ..., fk+11k,) est libre d’ou 'indice s convient.

Par le principe de récurrence finie, il existe s > 1 tel que (filk,,..., fulk,) soit libre. Ces fonctions étant
bornées et & support compacts, elles sont de carré intégrable. Soit (i, j) € J2. Soient ¢,y € L%(G)* telles que
©(fi) = 6k; et Y(fx) = 6x;j pour tout 1 < k < n (de telles formes linéaires existent car (filk,,..., fulk,) est une
famille libre de L2(G)). Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe g, h € L2(G) telles que ¢ = (.|g) et

Y = (.|h). On a donc Zakl]leszg(fk ® f1) =0 d’ou
kl

0= Z k1 <]1Ks><KSB(fk ® fl)|g ® h>
kl
= Z gl <1stk|g> <1l1<sfl|h>
kl
= D aue(fv ()
kl

= Z oo
kl
= a,-j.
Dot F =0 et B est injective. |

On peut donc identifier L*(G) ® L®(G) et son image par B, c’est-a-dire identifier f ® g et [(x,y) — f(x)g(¥)].
L®(GxG) — B(L*(GxG))

On pose également m : F s [mp:g— Fg]

Proposition C.4.
m(L®(G)) @ m(L*(G)) est o-faiblement dense dans m(L*(G X G)). En particulier, on a

m(L*(G)) @ m(L*(G)) = m(L™(G X G))

Démonstration.

Nous allons procéder de la méme maniere que dans la preuve de la Proposition |2.2

Soit T € m(L*®(G) © L*(G))’. G étant o-fini, il existe une partition dénombrable (B;),en de G composée de
boréliens de mesure finie non nulle de G. Si n,m € N, on pose By m = Bn X By,. La famille (By, )n.men est alors
une partition dénombrable composée de boréliens de mesure finie non nulle de G X G. Pour tous n,m € N, on
pose Ty.m = T(]an’m). Soient n,m € N. Comme T commute avec la multiplication par 1p,,, =15, ® 13,,, on a

g, .mThm = Mg, m T(]an,m) = TmﬂBn,m (]18,,’,,,) = T(]an,m) =Th,m

d’ott Ty, est essentiellement supportée dans By, .
Supposons que ||Tn,m||m > ||IT|lop- Il existe alors X ¢ G de mesure non nulle sur lequel |Ty m| > ||T],p- Posons

1x € L?*(G xG) N L¥(G x G).

B
£ 7

n,m

T,.m étant supportée essentiellement sur By m, on a X C By . On a donc

X
(X) = [Tams|l2 = (L, )8] = IT@IE < ITIZ, IgllZ < 7112, |T‘T(”2) - (%)
op

Cette inégalité est absurde donc on a “Tn,mnoo < Tl op-
Les B, étant disjoints, on peut poser

TG = ZTn,m e L®(G x G).

n,m

Pour tous f,g € L?>(G X G) N (L*(G) ® L*(G)), on a
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[ rsau= 3,

/ T(f)gdu
n,meN Bn.m

-3 [tz

n,meN

_ / To f3du
GxXG

_ / —
GxG

La premiere égalité est justifiée par la relation de Chasles, la deuxiéme provient de fait que T commute avec les
myg, - ainsi qu’avec my et la troisiéme est due a I'intégrabilité de TG fg en vertu du fait que Tg € L (G X G).
D’apres le Théoréeme L?(G) © L*(G) est norme-dense dans L?(G X G) et C.(G) est norme-dense dans
L?(G) donc C.(G) ® C.(G) est norme-dense dans L?(G x G) d’ott L?(G X G) N (L®(G) ©® L®(G)) est dense dans
L?(G x G) pour la topologie normique. L’égalité

/ T(f)gdu = / mre (f)gdu
GxG GxG

a donc lieu pour tous f, g € L2(G x G).
Ainsi, pour tout f € L%(G X G), on a T(f) = mz,(f). Il suit que T = mg, € m(L*(G X G)) et on a donc
finalement m(L*(G X G))’ = L*(G X G). O

Ainsi, L*(G X G) s’interpréte comme le produit tensoriel d’algeébres de von Neumann L®(G) ® L*(G).

D Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner est une généralisation de l'intégrale de Lebesgue pour les fonctions définies sur un
espace mesuré a valeurs dans un espace de Banach. Nous donnons ici, principalement sans preuve, les résultats
dont nous aurons besoin. Pour plus de précisions a propos de 'intégrale de Bochner, se référer a [2].

Durant toute cette section un espace mesuré (X, 7, u) et un espace de Banach (V,|.||). Ondit que f: X — V

n

est une fonction simple s’il existe Aq,...,A, € 7 disjoints et de mesure finie et b1, ..., b, tels que f = Z bily,.
i=1

n
On définit alors l'intégrale de f par / fdu = Z 1(A;)b;.
X i=1

On munit V de sa tribu de Borel. Une fonction mesurable f : X — V est dite Bochner-intégrable s’il existe
une suite de fonctions simple (s,)nen (appelée suite approximante) telles que

Js = salldu ——o.
X n—+0o

Théoréme D.1. Soit f: X — V une application intégrable et (s,)nen une suite approrimante.

o La suite de vecteurs (/ sndu) converge dans V. Sa limite ne dépend pas du choiz pour (s,)nen-
X neN

On peut donc définir l'intégrale de f par
/fd,u £ lim Spdu.
X n—-+oo X

e Ona

/X fau| < /X 1711yt < +oo.

o Si W est un autre espace de Banach et si T : V — W est une application linéaire continue, on a

T( /X fdu) - /X T(f)du.

e SiV =C, lintégrale de Bochner de f coincide avec son intégrale de Lebesque.
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L’intégrale de Bochner d’une fonction a valeurs dans un espace de Banach possede donc toutes les propriétés
qu’on voudrait qu’elle admette. L’intégrabilité selon Bochner posséde également une caractérisation raisonnable,
qui fait I'objet du théoreme suivant.

Une fonction f : X — V est dite séparable s’il existe une partie dénombrable C c V telle que f(X) c C. f
est dite essentiellement séparable s’il existe N C X de mesure nulle tel que fix\n soit séparable. Clairement, si
V est séparable alors toute application f : X — V est séparable.

Théoréme D.2. Soit f: X — V mesurable. On a équivalence entre

e f est Bochner-intégrable.

o f est essentiellement séparable et / I flldu < +co.
X

Nous aurons également besoin d’une autre condition d’intégrabilité qui précise sensiblement la nature topo-
logique de l'intégrale de Bochner d’une application.

En remarquant que lorsque f(X) est séparable, 'espace de Banach Vect(f (X))”'|| est également séparable,
on obtient le corollaire suivant.

Corollaire D.3.
Soit f : X — V mesurable telle que / [l flldu < +oo et dont ’image est séparable. f est alors Bochner-
X

intégrable et de plus, / fdu € Wf()())”'“,
X
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